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Die Transformationstheorie der quadratischen 


Linienkomplexe 11) (22). I. 


Von Annemarie Frey in Straßburg und Karl Strubecker in Karlsruhe. 


IV. Nichtprojektive Automorphien der Komplexe [(11) (22)] und Potentialflächen 
z = mal(x + i9)""]. 
24. Die Linienelemente /\ des Komplexes (35) 
(163) dn di = p(d£? + dn?) 
alier Treffgeraden des Kegelschnittes 
ne= pl + m),r=0, 
im Raume P(£, n, £) werden durch die dreigliedrige Gruppe T, der Translationen (38) 
untereinander vertauscht. Die ! Systeme von je «? durch Translationen äquivalenten 
Linienelementen A des Komplexes (163) heißen von gleicher Gattung. 
Aber auch die eingliedrige Gruppe der zentrischen Ähnlichkeiten A, 
(164) un, Yan,  =n (n #0) 
führt den Komplex (163) in sich über und jedes seiner Linienelemente A in ein anderes 
gleicher Gattung. 
Während nun der Translationsgruppe T, des Raumes P(£, »,, 7) durch die trans 


zendente Abbildung (31) im Raum A(z, y, z) die Gruppe G, der projektiven Automorphien 
(12) unseres Kollineationskomplexes (34), 8,: 


(165) (zdy — ydx) dz = p(dx? + dy?) 
entspricht, entsteht aus der Gruppe der zentrischen Ähnlichkeiten A, die eıngliedrig. 
Gruppe G, der nichtprojektiven Automorphien von (165) der Darstellung 

(166) z+iy=(r+iy®, !-nz, 


oder in Zylinderkoordinater 


(167) 
z= mM. 
Diese nichtprojektiven Automorphien A, vertauschen die Linienelemente /, aller Kom 
plexe (165) ohne ihre Gattung zu ändern. n = 1 liefert die Identität, A„ und A,, sind 
zueinander invers. 
Wegen 


und n + 0 ist dabei stets r + 0 und endlich vorauszusetzen. Bei n — 0 bleibt die Orien- 
tierung des Raumes A erhalten, bei n < 0 wird sie jedoch geändert. 


Journal für Mathematik. Bd. 194. left 1-4 





Frey u. Strubecker, Die Transformationstheorie der quadratischen Linienkomplexe [{11) (22)]. II. 


25. Sieht man von der identischen Transformation (rn I) ab, so enthält die 
Gruppe (167) eine einzige involutorische nichtprojektive Automorphie, die sich für n | 
ergibt. Sie lautet 

(168) 

d.h. 

(169) 

oder in Zylinderkoordinaten 


(170) r ; 
pr 


Wir bezeichnen diese involutorische Automorphie % == A_,, bei welcher r #0 voraus 
zusetzen ist und bei der der Raum umgestülpt wird, als eine axiale Involution. 

Man kann diese axiale Involution (169), 3, zusammensetzen aus der artalen In- 
version T 


(171) 


an dem nullteiligen Zylinder 
(172) + y +1 


und der Spiegelung (Umwendung) S an der y- Achse 


’ 


u = —-LTL, y-=-%y, 


Daher sind die Eigenschaften der axialen Involution % einfache Folgerungen aus 
Eigenschaften der axialen Inversion T, deren eingehendes Studium ınan Emil Müller '>) 


verdankt. Es genügt hier zu erwähnen, daß in beiden Fällen eine involutorische kubische 
Punkttransformation des Raumes AR(x, y, z) vorliegt, für welche die Punkte, Geraden und 
Ebenen des in Abschnitt I beschriebenen entarteten Tetraeders singuläre Elemente sind. 
Einer algebraischen Raumkurve n-ter Ordnung entspricht eine axial-involutorische 
(oder axial-inverse) Kurve der Ordnung 3n. Diese Ordnung verringert sich jedoch für 
jeden gewöhnlichen Schnittpunkt der ursprünglichen Kurve mit einer Kante des Sin- 
gularitätentetraeders um eine Einheit. 

Die für uns wesentlichste Eigenschaft der axialen Involution $% besteht jedoch darın, 
daß sie, wie alle anderen nichtprojektiven Transformationen (167), A„, den Kollineations- 
komplex (165) in sich transformiert und daher jede Komplexkurve wieder in eine Kompler- 
kurve verwandelt. 

Insbesondere entsprechen den beiden Systemen von Komplexkurven einer Fläche ® 


’ 


wieder die beiden Systeme von Komplexkurven der axialinvolutorischen Fläche ®’. 
Von besonderer Bedeutung ist die Tatsache, daß dem quadratischen Komple.r- 
kegel x 
(173) («Y — yA) (2 — 2) = pl(X — 2)? + (Y — y)°] 
des Punktes (X, Y,Z) in % der Komplexkegel z’ des axial-involutorischen Punktes 
(X, Y',Z’) zugeordnet ist. Die beiden Systeme von Komplexkurven eines Komplex- 
kegels bestehen 1) aus seinen &! Erzeugenden und 2) aus »! kubischen Kreisen (Ord- 
nungskurven, Schnittkurven mit den Komplexkegeln seiner Punkte). Durch die axiale 
Involution werden dann den Erzeugenden des Komplexkegels x die zubischen Ordnungs- 
kurven auf #’ und den kubischen Ordnungskurven von x die Erzeugenden von x’ zu- 


geordnet. 
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Einer Ebene o, die wir ohne Einschränkung der Allgemeinheit mit der Ebene 


(174) sy 
identifizieren können, entspricht durch axiale Involution X die Müllersche Fläche 3.Ordnung 


(175) = u -r 
welche den Fernpunkt der z-Achse als biplanaren Knotenpunkt (mit den isotropen 
Knotenebenen x + iy = 0) und die absoluten Punkte J,, J, der Geraden z als konische 
Knotenpunkte besitzt. 

Der allgemeinen Komplexkurve (54) der Gattung ®(t) ist durch die axiale Involuti»n 
% eine neue Komplexkurve (54) der Gattung — ©®(t) zugeordnet. 

Setzt man speziell ®(t) = m = const, so folgt der 


Satz 12. Die komplexsymmetrischen Komplexkurven c, von X, gehen durch axiale 
Involution X in die komplexsymmetrischen Kurven c_„ über. 

Den Komplexstrahlen (94), c,, entsprechen daher, wie schon erwähnt, die kubischen 
Ordnungskreise (114), c -,, den Komplexparabeln (98), c,, die Komplexkurven 5. Ordnung 
(119), c-,, den kubischen Komplexparabeln (104), c,, die Komplexkurven (123), c_,, der 
Ordnung 7 usw. Ähnlich sind axialinvolutorisch zu den Komplexkurven (142), c,., und 
(152), &3,, die Kurven (148), c_,,. und (158), e 

Im Grundrisse äußert sich die axiale Involution als eine gewöhnliche Mobius 
Involution % mit den Einheitspunkten der r-Achse (- 1,0,0) als Doppelpunkten. Die 
Grundrisse ec’, und c’ „der axial involutorischen Komplexkurven c„ und c „ sind zuein- 
ander Möbius-involutorisch. 


39, USW. 


26. Allgemein gilt der folgende 


Satz 13. Unterwirft man eine allgemeine Komplexkurve (57) der Gattung ®(t) der 
nichtprojektiven Automorphie (167), A,, so entsteht eine neue Komplerkurve, welche der 
Gattung n®(t) angehört. 


‘s folgt 


Satz 14. Insbesondere kann man so aus den Komple.xstrahlen ce, (®(t) = 1) durch 
Ausübung der nichtprojektiven Automorphien A, sämtliche komplexsymmetrischen Kurven 
Cm (D(t) = m) gewinnen. 


Für die Potentialflächen (61), TT„, gilt dabei der folgende analoge 
Satz 15. Unterwirft man die Potentialfläche TI, 
(176) z—= m$[(x + iy)"") 
der nichtprojektiven Automorphie A,„, so erhält man die neue Potentialfläche TI 
(177) 2’ = mn -J[(r + iy’)Y]. 


Satz 16. Insbesondere entsteht aus der Potentialfläche (176), TI„, durch die axiale 
Involution 3 (n = — 1) die Potentialfläche TI _, 


ve = —mIle + iy) "). 
Satz 17. Man kann endlich aus der Ebene TI, 
(179) z= Jr + iy) (m = 1) 


durch die nichtprojektive Automorphie A„ die Potentialfläche (176), TT,, gewinnen. 


1* 
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Aus diesem Zusammenhange folgt, daß die Potentialflächen in der Geometrie der 
Kollineationskomplexe [(11) (22)] das genaue Gegenstück zu den tefraedralsymmetrischen 
Flächen von de la Gournerie sind, die man nach S. Lie ebenfalls durch nichtprojektive 
Automorphien von tetraedralen Komplexen aus Ebenen gewinnen kann. Man könnte 
daher die Potentialflächen (176), TT,, zweckmäßig auch als komplersymmetrische Flächen 
bezeichnen. 

Es gilt dann u.a. der Satz, daß irgend zwei zu gleichem Index m gehörige komplex- 
symmetrische Flächen TT,,, TT% sich nach einer komplexsymmetrischen Kurve c„ schneiden; 
denn die Bildebenen TI,, TT* schneiden sich nach einer Geraden c,, der in der Automorphie 
A, die Kurve c„ entspricht. 

Beispiele. (x) Wie schon erwähnt, entspricht der Ebene (97), T1,, in der axialen 
Involution & die Müllersche Fläche (117), TI... 

(ß) Der Grenzfall der Steinerschen Fläche (101), TT,, verwandelt sich durch die axiale 
Involution & in die Potentialfläche (121), TT.,, der Ordnung 8 und der Klasse 9. 

(y) Der Quadrik (145), TT,., ist durch die axiale Involution $ die Potentialfläche 
(151), TI_,.. der Ordnung 5 und Klasse 9 zugeordnet, welche deshalb von besonderem 
Interesse ist, weil sie in der Differentialgeometrie des isotropen Raumes zu dem später zu er- 
wähnenden Gegenstück der Minimalfläche von Enneper dual ist und z. B. durch die Pola- 
rität der Quadrik TT, , in diese isotrope Enneper-Fläche (156), TT,,,, verwandelt werden kann. 

27. Die komplexsymmetrischen Flächen (176), TT,, sind für rationales m algebraisch.: 
man kann dann leicht allgemeine Formeln für ihre Ordnung und Klasse bestimmen. 

Die Ordnung N von TI, ist erklärt als die Anzahl der Schnittpunkte von TI, mit 
einer beliebigen Geraden: es genügt, als Geraden beliebige Komplexstrahlen c, zu wählen. 
Übt man die nichtprojektive Automorphie A,,, aus, so entsteht aus der Potentialfläche 


1/m 


T1„ eine Ebene TI,, aus der Geraden c, eine Komplexkurve c,,„, und Schnittpunkten der 
ersten entsprechen Schnittpunkte der letzten beiden Figuren. Es folgt der 


Satz 18. Die Potentialfläche TI, (m rational) und die Komplexkurve c, „ haben gleiche 
Ordnung. 

Man findet für die Ordnung der algebraischen Potentialflächen TI, daher aus Tafel 1 
die folgende neue Tafel 





Ordnung der komplexsymmetrischen Potentialfläche 
T1„. (176) 


wenn 





pyq wenn p<q p>V0 


p? wenn p>q q>0 





p* + 2pq (rg) = 1 

















Tafel 4. 

28. Um auch noch die Klasse der algebraischen Potentialflächen TT„ der Ordnungs- 
gleichung 

(176) 2 = m$[(z + iy)"”] 
zu bestimmen, berechnen wir die Gleichung von TI. in Ebenenkoordinaten (u, v, w), wobei 
die Gleichung ihrer Tangentialebenen wieder in der Gestalt 

(180) z=ur+tıyHt w 
angenommen ist. 
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Man findet zunächst 


(181) 





w= (m —1)} 
wenn man für die letzte Formel die Identität 
1-m 
eye + iy) "+ yale + iy) 
berücksichtigt. Es folgt 


1-m 


| = ale + ir! 


(z + iy)* == (v + iu)! ". 
Daher lautet die Tangentialgleichung der Potentialfläche TI. nach (181) einfach 
1 1 
w—= (m — 1)Y|lv + in)‘ |. 
Diese Klassengleichung hat grundsätzlich dieselbe Gestalt, wie die Ordnungs 
gleichung (176) von TI„; wir sind daher wieder imstande, aus der Tafel 4 der Ordnungs 


zahlen die Tafel 5 der Klassenzahlen der algebraischen Flächen TT,„ abzuleiten, indem wir 
m durch M = 1 — m ersetzen. Man erhält 


(183) 





Klasse der Potentialfläche TT,, san 
(176) bzw. (183) 





q?— pq wenn p<g 


p?— q? wenn p>q 





(P +9: 

















Tafel 5. 
Man bestätigt jetzt leicht die Richtigkeit der in den Nummern 2U bis 23 angegebenen 
Ordnungs- und Klassenzahlen der dort auftretenden Potentialflächen. 
Unterwirft man den Raum dem Polarsystem ® der Quadrik (145), TI, ». 
(184) main y-u, z=—w 


u—y, vr, w=——j, 


’ 


das man übrigens auch als kommutatives Produkt des Nullsystems N des Normalen- 
gewindes (81) von 8, 
(185) ” Es 
u—y, 
und der Spiegelung © (Umwendung) an der y-Achse 


(186) En; y=y, 
u: 


— u’, = —v, 
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gewinnen kann, also 


so wird die Potentialfläche (176) oder (183), TT„, in eine neue Potentialfläche 


| 2- malte + |, 


(187) \ 
» — m’Y|(e + ıu)”|, 
d.h. in TT,.„ verwandelt; umgekehrt entsteht aus TT,.„ durch ® wieder TI„. Es folgt 
daraus der 
Satz 19. Potentialflächen TI 
Danach ist zur Müllerschen Fläche 3. Ordnung, 4. Klasse TT., der Grenzfall der 
Steinerschen Fläche 4. Ordnung, 3. Klasse TT, dual, ebenso ist z. B. zur Fläche 9. Ordnung, 
5. Kasse TI,, dual die Fläche 5. Ordnung, 9. Klasse TT_,., während die Quadrik TT, , zu 
sich selbst dual ist. Dual zur Ebene TT, ist dann der Punkt TI,. 


und TI, mit m -- m’ = 1 sind zueinander dual. 


m 


29. Wegen der Selbstdualität der Kollineationskomplexe (165), 8,, gibt es neben den 
niehtprojektiven automorphen Punkttransformationen .(166), A„, auch nichtprojektive 
antomorphe Ebenentransformationen A, der Komplexe ft,. 

Man kann diese Ebenentransformationen A, aus den Automorphien (166) durch 
Transformation mit der Pelarität (184), ®, der Quadrik TT, , gewinnen und so schreiben: 

ev’ + iu = (vb + in)", 

(188) An i 
w =: mW. 

Diese zu den Automorphien (166) polaren Ebenentransformationen bilden eine stetige 
eingliedrige Gruppe. Daß sie jeden der Kollineationskomplexe &, tatsächlich in sich selbst 
„verwandeln, kann man auch rechnerisch leicht nachprüfen, indem man seine Gleichung 
165) von Punktkoordinaten (x, y, :) auf Ebenenkoordinaten (u, v, w) transformiert, wo- 
dureh die Gleichung 
(189) (vdu — udre) dw = p(du? + dr?) 


entsteht oder in komplexer Schreibung: 
(190) dw Z [ve — in) (de + idu)] = p(dv + idu) (dv — ıdu) 
die gegenüber den Transformationen (188) ersichtlich invariant ist. 


Für rn =: O entsteht die identische Transformation, für n = —- 1 die involutorische 
Ebenentransformation GE — A_, der Darstellung 


(191) 

a . w 

u? — v? u? + v? 
Diese ausgezeichnete Ebenentransformation € = A_,, die wir als axiale Ebeneninvolution 
bezeichnen, entsteht aus der arialen Involution (168), 3= A .,, durch die Polarität ® 
der Quadrik (184), TT,,, und ist somit das (kommutative) Produkt der arialen Ebenen- 
inversion A 
UV 


g: u 
(192) u ud Le’ 


w 


und der Spiegelung Z an der y-Achse 


(193) u’ — u, 





Ver 
forn 
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Freyu.Strubeeker, Die Transformationstheorie der quadratischen Linienkomplexe [{11) (22)]. 11. 


Zwei zueinander in der axialen Ebeneninversion A involutorisch entsprechende Ebenen 
alu, ev, w) und (u, ev, w) stehen dabei aufeinander normal und schneiden sich nach einer 
Geraden des Normalennetzes der z-Achse. Keine der beiden Ebenen darf dabei horizontal 
oder vertikal (z-parallel) sein. 

Die ariale Ebeneninvolution & ist eine kubische Transformation mit den Fundamental 
ebenen (2), », und (3), 4, i, als singulären Ebenen; d.h. den Ebenen eines Büschels 
entsprechen die Ebenen eines kubischen Ebenengewindes (Tangentenebenen einer Torse 
dritter Klasse) und beide Figuren enthalten die genannten drei singulären Ebenen: den 
Ebenen eines Bündels entsprechen die Tangentenebenen einer Fläche dritter Klasse. 

Genauer entsprechen in der axialen Ebeneninvolution E den x! Ebenen des Komple.x- 
strahls (94), ec), die Schmiegebenen der kubischen Komplexparabel (104), c,, und den x: 
Ebenen des Punktes (113), c, = TI,, die Tangentenebenen der Steinerschen Potentialfläch: 
(101), TI,. 

30. Allgemeiner gilt, wenn man Komplexstrahlen c, oder allgemein Komplexkurven 
£„ der Ebenentransformation A, unterwirft, der 

Satz 20. Durch die automorphe Ebenentransformation (188), A„, werden die x! 
Ebenen des Komplexstrahles (94), c,, in die »! Schmiegebenen der Komplerkurve e, 
verwandelt. 

Satz 21. Allgemein entsprechen in der automorphen Ebenentransformaiion A, den 
Schmiegebenen einer Komplexkurve «„ die Schmiegebenen einer neuen Komplerkurve ec 
wobet 


(194) m’ = 2(1 —n) + mn 


ist. d. h. zwischen m und m’ die Relation 


(195) 
besteht. 

Zum Beweise wird man sich zuerst aus (59) die Parameterdarstellung der Schinieg 
ebenen der Komplexkurve c„ verschaffen. Sie lautet: 


196 
us (? n)t. 


Für n = 2 ergibt sich nur eine einzige Ebene, nämlich die gemeinsame Schmiegebene 
= y aller Punkte der Komplexparabel (98), c,. Für » -- I ergibt sich die Darstellung 
der Ebenen des Komplexstrahls (94), c;: 


(197) 


Vergleich dieser Formeln (196) und (197) mit der Darstellung (188) der Ebenentrans- 
formation A, liefert dann sofort den Satz 20. Doppelte Anwendung dieses Ergehnisses 
liefert sodann den allgemeinen Satz 21. 

Im Sonderfalle n = — 1, d.h. bei der arrialen Ebeneninvolution E = A_, entspricht 
nach obigem Satze der Schar der Schmiegebenen einer Komplexkurve c„ die Schar der 
Schmiegebenen einer Koinplexkurve c,-m. Z. B. für m — 1 (wie oben schon erwähnt): 
den Ebenen des Komplexstrahls (91), <,, entsprechen die.Schmiegebenen der kubischen 
Komplexparabel (104), e,. Oder für m = 0: den Tangentenebenen des Komplerkegels des 
Punktes c, entsprechen axialinvolutorisch die Schmiegebenen der Komplexparabel 4. Ord 
nung (109), e;, usw. 
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Für die Transformation der Potentialflächen gilt der 
Satz 22. Durch die automorphe Ebenentransformation (188) A,, werden die &® Tan- 


[7-7 


gentenebenen der Potentialfläche TI, in die ©*® Tangentenebenen einer neuen Potentialfläche 
TI,, verwandelt, wobei 

(198) 
eilt oder 


(19%) 


Satz 23. Insbesondere entsprechen in der Ebenentransformation A, den »? Ebenen 
eines Ebenentündels TI, (m = 0) die ©? Tangentenebenen einer Potentialfläche TT, _,. 

Zum Beweise hat man nur in der Tangentialgleichung (183) von TI, die Größen 
v + in und w gemäß (188) durch (v’ + iw’)"* und w’/n zu ersetzen, wodurch tatsächlich 
die Tangentialgleichung 

1 
w = — n(l — m) Z|(v’ + in’)! 

einer T,_ncı-m = 1. entsteht. 

Satz 24. Im Sonderfalle n = —1 der axialen Ebeneninvolution CE = A_, entspricht 
einer Potentialfläche TI, eine Potentialfläche TT,_„- 

Beispiele. (x) Axialinvolutorisch zu dem Ebenenbündel TI, des Punktes 5 (113) ist also 
der Grenzfall (101), T1,, der Steinerschen Fläche 4. Ordnung, 3. Klasse. 

(£) Ebenso erhält man durch Anwendung der axialen Ebeneninvolution A_, auf die 
Tangentenebenen der Quadrik (145), TT,, die Tangentenebenen der Potentialfläche (156) 


9. Ordnung, 5. Klasse TI,,, die deshalb von besonderem Interesse ist, weil sie in der 
Differentialgeometrie des ısotropen Raumes?) das genaue Gegenstück zur Minimalfläche von 


Enneper‘°) darstellt. 
Ausführlich beschrieben gilt also der 
Satz 25. Konstruieri man zu jeder der ® Tangentenebenen der Quadrik TT, , 


1 


R 1 
5sle + i93], = — ze + im], 


d.h. 
= 2y | w—= — uv 


jene Normalebenen rt’, welche mit ihr jeweils denselben Strahl s des Normalennetzes der 
z-Achse enthält, so umhüllen diese »® (nach Spiegelung an der y-Achse zu den Ebenen ı 
in A_, arialinvolutorischen) Ebenen t' die isotrope Ennepersche Minimalfläche 9. Ordnung, 


5. Klasse TI, , 


d.h. 
(27xy + 162°)? = 27? (2? + y?)?z | uv + (u? + v»2)2w — 0. 


' 


Wir haben damit eine besonders einfache geometrische Erzeugung der isotropen 
Enneperschen Minimalfläche gewonnen, die an Eleganz durchaus der bekannten, von 
Darboux angegebenen, Erzeugung der euklidischen Enneperschen Minimalfläche mittels 
zweier Fokalparabeln vergleichbar ist. 


15) K. Strubecker, Differentialgeometrie des isotropen Raumes. III (Flächentheorie), Math. 2.48, 369-427 
(1942), insbes. Nr. 90. — Ich benütze die Gelegenheit, einen dort in Formel (8, 37) verbliebenen Druckfehler zu berich- 
tigen: Die Klammer (x? + 4?) ist dort beide Male durch (2? + y?)? zu ersetzen. 
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V. Das kubische Nullsystem der euklidischen Schraubung. 


31. Wir betrachten die kontinuierliche euklidische Schraubung (9). Es genügt, den 
Parameter p = 1 zu wählen. Es sei dann o die Bahnschmiegebene des Punktes $ (d. h. die 
Schmiegebene der durch $ laufenden Bahnschraublinie); umgekehrt ist $ der Gratpunkt 
der Ebene o. 

Diese Figuren entsprechen sich in einem kubischen Nullsysiem W®, das wir durch das 
Polarsystem ® der Quadrik TT,, und die beiden kubischen involutorischen Transfor 
mationen % (axiale Punktinvolution) und & (axiale Ebeneninvolution) darstellen können. 
Es ist nämlich !®) 

(200) S:3B., S=0:%3, 
oder 

(201) S:BE, S=0:6%. 

Man bestätigt dies leicht an Hand der Koordinaten von $(z, y, z) und o(u, v, w), zwischen 
denen der folgende Zusammenhang besteht: 


(202) 


Man kann dabei von jeder der Formeln (200) und (201) zur anderen übergehen, 
wenn man beachtet, daß % und & auseinander durch Transformation mittels des Polar 
systems ® der Quadrik TT,, entstehen, d.h. 

(203) IP=PBE oder PI= ER 
ist. 

Wir können nun leicht die beiden folgenden Fragen beantworten: 

Gegeben die Potentialfläche TI,. 

1) Was umhüllen die Bahnschmiegebenen ihrer Punkte 5’ 

2) Was bilden die Gratpunkte ihrer Tangentenebenen o ’? 

Um die Antwort zu entwickeln, gehen wir aus von der Tangentialgleichung (183) 
von TT„ und üben auf ihre Tangentenebenen o(u, v, w) gemäß (200) das kubische Nullsystem 


(204) N? = PI—= ER 
aus. Zunächst verwandelt das Polarsystem (184), ®, der Quadrik TI,,, wie wir aus 28 
wissen, die Potentialfläche TI, (Ebenenort) in die neue Potentialfläche (187) TT,_m (Punkt- 


ort). Lassen wir die kubische axiale Punktinvolution & folgen, so wird nach Satz 14 aus 
der Potentialfläche TT,_„ die neue Potentialfläche TT„_,. Also gilt der 


Satz 26. Die Tangentenebenen o der Potentialfläche TI, der Tangentialgleichung 
1 
w= (m — 1) J(v + iu)!" 


16) Diese einfachen Formeln finden sich im wesentlichen schon in meiner Arbeit!*). Allerdings ist dort an Stelle 
der axialen Punktinvolution (169), 3, die ariale Inversion (171), T, und an die Stelle der axialen Ebenen-Involution 
(191), €, die axiale Ebenen-Inversion (192), A, gesetzt und an die Stelle der Polarität (184), ®, das N genannte Null- 
system (185), N, des Normalengewindes von $,. Bezeichnet dann © die Spiegelung an der y-Achse, so ist 

I=-EeT=-T5 E=SA=AS P=EN=-NE 
und die Formeln (200) und (201) erhalten die in der Arbeit!*) benützte Gestalt 
S=oaNF=oAN, a =STN = SNA. 


Jonrnal für Mathematik. Rd. 194. Heft 1—4 
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haben Gratpunkte 5, welche die Potentialfläche TI„_, der Punktgleichung 


1 
z= (m —A)&r + iy)"! 
bilden. 
Umgekehrt gilt der 


Satz 27. Die Bahnschmiegebenen o der Punkte 5 der Potentialfläche TI. umhüllen die 
Potentialfläche Ta +ı- 

Diese beiden Ergebnisse sind Gegenstücke zu den Sätzen 9 und 8 über komplex- 
symmetrische Kurven c„. 

Durch Fortsetzung der Konstruktion nach beiden Seiten erhält man, ausgehend 
von einer bestimmten Potentialfläche TI„ die unendliche Kette von Potentialflächen 


(205) NE Us FL. 1, 1, Musn Hasm’**, 


in der jede gachfolgende die Hülljläche der Bahnschmiegebenen der Punkte der vorher- 
gehenden, und jede vorhergehende der Ort der Gratpunkte der Tangentenebenen der nach- 
folgenden. ist. ’ 


32. Beispiele. (x) Die ©? Punkte $ der Müllerschen Fläche TI_, (117) haben Bahn- 
schmiegebenen o, welche durch den Punkt (113), TT,, gehen, also ein Ebenenbündel vom Scheitel 
TT, bilden. Umgekehrt haben die ©’ Ebenen des Ebenenbündels TI, Gratpunkte, welche die 
Müllersche Fläche TI_, erzeugen. 

(ß) Die Punkte S einer Ebene (97), TI,, haben Bahnschmiegebenen o, welche eine 
Steinersche Fläche (101), TT,, umhüllen. Umgekehrt haben die Tangentenebenen o der Steiner- 
schen Fläche TI, Gratpunkte S, welche die Ebene TI, ausfüllen. 

Dieser Sätze finden sich schon in meiner Arbeit "). 

(y) Die Punkte 5 der Quadrik (145), TT,,,, haben Bahnschmiegebenen o, welche eine 
isotrope Ennepersche Minimalfläche (156), TT,,,, umhüllen. Umgekehrt haben die Tangenten- 
ebenen einer isotropen Enneperschen Minimalfläche TT,, Gratpunkte 5, welche eine Qua- 
drik TI,. bilden. 

Damit ist eine weitere bequeme Formulierung der schon oben angegebenen einfachen 
Konstruktion der isotropen Enneper-Fläche TT,, aus der Quadrik TT,, gewonnen. 

(6) Die Gratpunkte S der Tangentenebenen vo der Quadrik (145), TI,., bilden die 
Potentialfläche 5. Ordnung, 9. Klasse (151), TI_,., welche dual (in ® polar) zur isotropen 
Enneper-FlächeTl,,, ist. 


VI. Die Asymptotenlinien der Potentialflächen z = m 3[(x + 2y)'"]- 


33. Es ist sehr leicht, auf der Ebene (179), TT,, die beiden Systeme von Komplex- 
kurven (Geraden c,) des quadratischen Kollineationskoniplexes (165), K,(p = 1), zu 
bestimmen. Man kann diese Komplexstrahlen als die Bahntangenten der Punkte des 
Komplexstrahles (94), c,, bei der Schraubung (9) gewinnen. 

Stellt man die Ebene TI, durch die Gaußschen Parameter x, ß in der Form 


z+iy=(l+itga)(l +itgß), 
(206) z—y=(l—itga) (1 —itgß), 
2=tga+tgß 
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dar, oder in Zylinderkoordinaten: 


1 
08 x cos ß 


(207) y=a+fp, z=tga+ttgf, 


so sind die x«- und ß-Linien bereits die beiden gesuchten Systeme von Komplexstrahlen. 
Aus der Symmetrie dieser Formeln in a, ß folgt, daß die beiden Systeme von Komplex- 
strahlen ein einziges irreduzibles Kontinuum bilden, bestehend aus dem Tangentensystem 
des Komplexkegelschnittes (98), c,, in der Ebene TI,. 
Für die Punkte dieser von den Komplexstrahlen eingehüllten quadratischen Komplex- 
parabel c, hat die Funktionalmatrix 
ö(x, y, 2) 
°(x, ß) 
den Rang 1, d.h. esist für diese Punkte & = ß. 
Die Komplexstrahlen (206) hüllen also in der Ebene (179), TT,, den Komplexkegel- 
schnitt cz 
[ +ıy=(1-+1itga)? 
z—iy=(1—ıtga)®, 
| = 2tga 


(208) 


ein. 

Durch die nichtprojektive Automorphie (166), Am, wird nun die Ebene (179), TT,, ın 
die Potentialfläche (176), TI„, transformiert; dabei werden die Komplexstrahlen c, von TI, 
und ihre Hüllkurve c, in die Komplexkurven von TI. und in deren Hüllkurve verwandelt. 

Daher folgen aus (206) die Komplexkurven c„ von TI, als Linien x — const. und 
ß = const. der folgenden Gaußschen Darstellung der Potentialfläche TI,: 


z+iy= (1 +itga)" (1 + tg PB)", 


(209) z—ıy = (1 — ıtga)" (1 — ıtg Pr, 
| z= mitgx +tgPß) 
oder 
(210) go = m(a + ß), z2=mitga +tgP). 


r= . — 
COS” x cos” ß 


Diese Komplexkurven bilden auf TI, wieder ein einziges irreduzibles System, desser; 
Hüllkurve eine für x = ß aus (209) folgende ausgezeichnete Komplexkurve c.,, ist: 


ztiy=(l1 + ıtga)®, 


(211) z—iy= (1 —itga)®, 
z= 2mtga 
oder 
1 A 
(212) nn, m 2ma, z= 2mtga. 


Die kartesische Gleichung des Grundrisses c,, dieser Asymptotenlinien c, lautet 


(213) Re + Wr] =1. 


34. Es ist nun leicht zu sehen, daß die ausgezeichnere Komplexkurve c,,, eine Asym- 
ptotenlinie der Potentialfläche (176) TT,„, ist. 


2* 
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Wie für die Punkte des Komplexkegelschnittes (208), c,, der Ebene TI, gilt nämlich 
auch für diejenige der Hüllkurve (211), c,,, auf TT„ die Bemerkung, daß ihre Komplex- 
kegel die Fläche TI„ berühren und die Schmiegebenen der Kurven c,, also Tangenten- 
ebenen von TI„ sind. 

Da die nichtprojektiven Automorphien (167) vom speziellen Kollineationskomplex 
(165), 8,, unabhängig sind, also auch das Entsprechen der Ebenen TT, und der Flächen 
TI, folgt aus der letzten Bemerkung die folgende Konstruktion aller Asymptotenlinien der 
Potentialflächen TI: 

Satz 28. Um die Asymptotenlinien der Potentialfläche TI, zu konstruieren, suche man 
auf der Fläche TI, die Komplexkurven der einzelnen konsingulären Komplexe (165); es sind 
dies zwei Scharen komplexsymmetrischer Kurven c„, welche jedoch insgesamt nur ein einziges 
irreduzibles System (c„) bilden. Die oo! Hüllkurven dieser &! irreduziblen Systeme (c„) 
sind wieder in den Komplexen (165) enthaltene komplexsymmetrische Kurven, jedoch vom 
Typus Cgm; sie sind die gesuchten Asymptotenlinien der Potentialfläche TI, 

Als Flächen verschwindender isotroper mittlerer Krümmung H (isotrope Minimal- 
flächen) '?) 


58 = 5 


haben die Potentialflächen TI, Asymptotenlinien c,,, welche auf der Fläche ein im iso- 
tropen Sinne isothermes Netz bilden. D. h. die Grundrisse c,, der Asymptotenlinien c,,, 
bilden ein (isothermes) Orthogonalnetz '®). 

35. Beispiele. («) m = — 1. Die Müllersche Fläche 3. Ordnung (175), TT_,, der 
Gleichung 


(214) 3= —$[(z + ıiy)-"'] oder z= 


1 (022 0°z\ -_ 0 
(= a)” 


22 + y? 
trägt als Komplexkurven der Kollineationskomplexe (165) je ein System von kubischen 
Kreisen c_, der Art (114), welche die Fläche doppelt überdecken. Deren Hüllkurven sind 
die Asymptotenlinien der Müllerschen Fläche; es sind dies Komplexkurven 5. Ordnung, 
4. Klasse c_, des Typus (119), welche die z-Achse als Asymptote und die absoluten Punkte 
(5), J1, Js als Spitzen besitzen, mit einem isothermen Orthogonalnetz von Kardioiden als 
Grundrissen. 

Man kann die Müllersche Fläche TI_, nach Nr. 24 durch axiale Involution (170), 3, 
aus der Ebene (174), TI,, erhalten, die Asymptotenlinien c_, der Müllerschen Fläche TI_, daher 
ebenso aus den Komplexkegelschnitten c, der Ebene Tl,. 


Diese Komplesxkegelschnitte c, von TI, bilden nun im Grundriß ein Konfokalsystem 
von Parabeln c,. Da die axiale Involution $ sich im Grundriß als Möbius-Involution 5 
darstellt, bilden die Grundrisse der Asymptotenlinien der Müllerschen Fläche TI_, das zu 
dem konfokalen Parabelsystem (c,) Möbius-involutorische konfokale (also ebenfalls ortho- 
gonale Kardioidensystem'!?). 


17) K. Strubecker:), S. 423/424. 

18) Die Orthogonalität der Asymptotenliniengrundrisse der Integralflächen von Az(ry) = 0 ist lange bekannt, 
vel. z.B. E, Müller!2), S. 224. 

19) Vgl. K. Strubecker“), S. 576/577, wo die Asymptotenlinien der Müllerschen Fläche zum ersten Male (mittels 
des obigen Gedankens) geometrisch bestimmt wurden. — Andere einfache, ebenfalls rein geometrische Bestimmungen 
dieser Linien (ohne Verwendung der weiterreichenden Theorie der Komplexe (165)) finden sich bei F. Hohenberg, Die 
Haupttangentenkurven der Müllerschen Fläche, Anzeiger Österr. Akad. Wiss., Math.-nat. Kl. 86, 287—2% (1949), 
und bei W. Wunderlich, Die Haupttangentenkurven gewisser metrisch spezieller Flächen 3. Ordnung, ebenda 87, 
143—147 (1950). 
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Die Müllersche Fläche 3. Ordnung 4. Klasse gehört wegen ihrer beiden konischen 
Knoten (5), /1, /2, und des biplanaren Knotens (4), O,, dem Typus XVIII der Flächen 
3. Ordnung in der Schläflischen Klassifikation 2°) an. Die Asymptotenlinien dieses pro 
jektiven Flächentyps hat zuerst Christian Ernst?!) bestimmt, mittels Methoden, die von 
Clebsch herrühren (Abbildung der Fläche auf eine Ebene). Dort findet sich übrigens auch 
die Bemerkung, daß die Asymptotenlinien der Fläche dieses Typs auf Quadriken liegen. 
Im Falle der Müllerschen Fläche TI_, sind das die einschaligen Hyperboloide 


(215) k2(z? + y2) = Alkz + yz) 


mit horizontalen Kreisschnitten, welche die z-Achse als Erzeugende enthalten, so daß 
ihr Restschnitt mit der Müllerschen Fläche nur eine Kurve 5. Ordnung, eben eine 
Asymptotenlinie c_, ist. 

Man kann zu diesen Quadriken direkt gelangen, indem man bemerkt, daß ihnen 
in der axialen Involution % die Quadriken 


k? = 4(kx + yz) 
entsprechen, welche die Komplexkegelschnitte c, der Ebene TI,(y -- =) tragen. 
(B) m = 2. Die Potentialfläche TT, 
2 = 2%[(r + iy)'"”], 
d.h. die Fläche 4. Ordnung, 3. Klasse 
(216) har— if + th, 


welche ein Grenzfall der Steinerschen Fläche ist und quadratische Parabeln als Schichten- 
und (ebene') Fallinien ??) sowie zwei schneidende Doppelgeraden (x-Achse und Ferngerade 
z) besitzt, trägt in jedem Kollineationskomplex (165), 8,, eine irreduzible Doppelschar 
von quadratischen Komplexparabeln c, des Typus (98). 

Die Hüllkurven dieser (die Fläche TI, doppelt überdeckenden) Scharen (c,) von Komplex- 
parabeln sind die Asymptotenlinien des Grenzjalls TI, der Steinerschen Fläche, namlıch 
Komplexparabeln 4.Ordnung 5. Klasse c, des Typus (109), deren Grundrisse c, zweite 
negative Fußpunktkurven von Parabeln c', sind. 

Ebenso wie man den Grenzfall TT, der Steinerschen Fläche aus der Ebene TI, durch 
die nichtprojektive Automorphie A, der Darstellung 


x +iy = (2 + iy)®, 2’ = 2% 


gewinnt, entstehen durch A, aus den Komplexkegelschnitten «, von TI, die Asymp- 
totenlinien c, von TI,. Die Grundrisse c, der Asymptotenlinien gehen dabei aus einem 
konfokalen Parabelsystem (c;) durch die konforme quadratische Transformation 


"+iy = (2+ iy) 
hervor und bilden daher tatsächlich wieder ein (isothermes) Orthogonalsystem. 


:0) H.Schläfli, London Phil. Trans. 158, 193 (1863). — Salmon-Fiedler, Analytische Geometrie des Raumes I] 
3. Aufl., 1880, S. 374. 

21) Ch. Ernst, Über Haupttangentenkurven auf einigen singulären Flächen 3. Ordnung, Dissertation Göttingen 
1873, $ 5, 

?2) Vgl. dazu 1. Erkhart, Über Flächen 4. Ordnung, deren Fallinien Kegelschnitte sind, Sitz.-Ber. Akad. Wiss. 
Wien, Math.-nat. Kl., Abt. IIa, 181 (1922) S. 427. 
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() m: 1/2. Die Potentialfläche TT_,,, 

xy 
Gen, 
ist von 5. Ordnung und von 9. Klasse. Jeder der Kollineationskomplexe (165), &,, über- 
zieht die Fläche mit einem irreduziblen Doppelsystem von komplexsymmetrischen Kurven 
C_ 1 der Ordnung 8 und Klasse 10 vom Typus (148), deren Grundrisse c'_, Bernoullische 
Lemniskaten sind. 

Jedes dieser ©! Systeme (c_,,) umhüllt eine Komplexkurve c_,, d. h. einen bestimmten 
kubischen Kreis vom Typus (114), die das System der Asymptotenlinien der Fläche TI_|, 
bilden. 

Die Grundrisse c'_, dieser Asymptotenlinien bilden die Kreise zweier parabolischer 
Kreisbüschel mit dem Nullpunkt als gemeinsamem Nullkreis, die (wie die Fläche TI_,,) zu 
den Winkelhalbierenden x + y = 0 symmetrisch liegen. 


. 1 
(217) -- rlle + iy)-®] — 


Man kann diese Tatsache übrigens leicht direkt gewinnen, indem man die Fläche 
N_,, der arialen Involution % unterwirft, wodurch das hyperbolische Paraboloid TT,, 


2 


z=$&$[(r + iy)?], d.h. z= ıy 
entsteht. Dessen Asymptotenlinien sind die geradlinigen Erzeugenden c, der Darstellung 
2 = eonst. und y = const. Aus diesen Erzeugenden c, entstehen durch die axiale In- 
volution % als Asymptotenlinien von TI_,, kubische Kreise c_,, deren Grundrisse c’_, zu 
den Geraden r = const. und y = const. Möbius-involutorisch sind, also obige Kreise 
sweier konjugierter parabolischer Büschel. 

Die Fläche TI_,, ist unter den Minimalflächen des isotropen Raumes deshalb von 
besonderem Interesse, weil sie dual ist zu der folgenden isotropen Enneperschen Minimal- 
fläche TI, .. 

(#9) m = 3/2. Die Potentialfläche 9. Ordnung und 5. Klasse Tl, 


z=: 3 $ [x + iy)”®] 
ist das isotrope Gegenstück der Minimalfläche von Enneper. 


Die »! Kollineationskomplexe (165), 8,, induzieren auf der isotropen Enneper- 
Fläche TI,, je ein Doppelsystem von Komplexkurven 6. Ordnung und 4. Klasse c,, 
vom Typus (152), deren Grundrisse c,, negative Fußpunktkurven von gleichseitigen 
Hyperbeln sind. 

Diese ©! Kurvensysteme (c,,) umhüllen die Asymptotenlinien der isotropen Enneper- 
Fläche TT,,, d.s. kubische Komplexparabeln c, der Art (104), deren jede dann natürlich 
einem anderen der Komplexe (165) angehört. 

Diese Asymptotenlinien c, sind, wie erwähnt, isotrope Böschungslinien, deren Grund- 
risse c‘ ein Orthogonalsystem von Tschirnhausen- Kubiken sind. 

(ze) Unter den Potentialflächen gibt es, neben der schon behandelten Müllerschen 
Fläche TT_,, noch eine weitere Fläche dritter Ordnung, die dem Falle m =- 1/3 entspricht 
und die Gleichung 

(218) = tler + ıyP]) = dry — Pl] 
hat. Diese kubische Fläche TT, , hat den Fernpunkt der z-Achse als uniplanaren Knoten- 
punkt, sie hat die Klasse 6 und gehört daher zum Typus XII der Schläflischen Ein- 
teilung ?®). 
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Ihre in den Kollineationskomplexen (165), $,, enthaltenen Komplexkurven c,,, 
sind von 9. Ordnung und 15. Klasse. Sie haben nach (60) Grundrisse c;, der Gestalt 


Rx + ıy®?] = ? — I3ry? = 1 


oder 


r? cos? 4 I: 


es sind dies Inverse der sogenannten Kiepertschen Kurve 6. Ordnung. 

Die von den Kurven c, , eingehüllten Asymptotenlinien c,, von TI,,, sind dagegen 
von 9. Ordnung und 12. Klasse. Deren Grundrisse c,, sind von 6. Ordnung und haben 
nach (213) die kartesische Gestalt 


R(z + iy)”? — 1 oder (2? — 3ry? 


ihre Polargleichung ist 


VII. Allgemeine Komplexflächen. 


36. Die Potentialflächen (176), TT„, stehen in naher Beziehung zu den allgemeinen 
Komptexflächen ®,„ der Gaußschen Darstellung 
z + iy= (1 + ia)"(1 + ıß)", 
|; iy = (1 — in)" (1 ıB)", 


| z=ma-+nß. 


(219) 


Diese Flächen tragen für m + n zwei verschiedene Scharen von komplexsymme- 
trischen Kurven c„ (&-Linien für 8 = ceonst) und c„ (#-Linien für x = const) des Kom- 
plexes 8,, welche auf der Fläche ein konjugiertes Parameternetz bilden. Beide Kurven- 
scharen erzeugen (für x == ß) als gemeinsame Einhüllende eine komplexrsymmetrische Kurve 
Cn.n, die dann eine Asymptotenlinie der Fläche ®,, „ist. 


Als Sonderfälle ergeben sich für m -- n die Potentialflächen 
(220) 
Für deren kartesische Gleichung 
(221) z—= m&l(x + iy)' "| 
erhält man dann aus (219) die folgende symmetrische Parameterdarstellung: 
z—= RA + ia)"(1 + ip)", 
(222) y = JM + iany"(1 + ip)", 
2 =m(x +P). 
Parameterlinien sind dabei die Doppelschar der Komplexkurven c„ des Kollineations- 


komplexes $,, die ein einziges irreduzibles System bilden und deren für x — ß entstehende 
Hüllkurve die in 8, gelegene Asymptotenlinie c,,, ist. 

Bemerkung. Wirkliche Flächen ®,,„ werden durch (219) nur dargestellt, wenn 
m+0 und n +0 ist. Für n = 0 ergibt sich eine Komplexkurve c„=:®,.. Fürrm=n=0 
erhält man den Punkt c, = ®,.o- 
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Durch Anwendung der Automorphie (166), A,,„, entstehen aus den Komplexkurven 
c„ und c„ die Komplexkurven c,„,„ und c, (Komplexstrahlen); also entsteht aus der 
Komplexfläche ®,, „ die neue Komplexfläche ®, der Darstellung 


P +iy= (1 +)" (1 + iß), 
i iy = 1 — ia)" (1 — iß), 


m 
z=—aHtß, 
n 
welche neben »! Komplezstrahlen c, (x = const) für m #n noch ©! Komplexkurven 


Cum (ß = const) trägt, deren gemeinsame Hüllkurve eine Komplexkurve c,, 
eh 


n 


ist. Diese Fläche ®, ist also mit der Tangentenfläche der komplexsymmetrischen Kurve 
—,1 
e identisch. 
+1 


Zusammenfassend gilt somit 


Satz 29. Man kann jede Komplexfläche ®,, „ erhalten, indem man auf die Tangenten- 
fläche einer komplexsymmetrischen Kurvec„ ,d.i.eine Fläche ©, , die Automorphie 
—+1 


1 
(166), Am, ausübt. 

Satz 30. Durch die Automorphie A, wird die Komplexfläche ®,, „in die neue Komple«- 
fläche ®,,,,n, verwandelt. 

Insbesondere entsteht durch die axiale Involution X(r = — 1) aus der Komplexfläche 
®,„ die Komplexfläche ®_,, _.- 

Da man durch jedes Linienelement L(z, y, 2; dx: dy:dz) genau eine Komplex- 
kurve «, des Index r legen kann, folgt 

Satz 31. Um die Komplexfläche ®,, „ (219) zu konstruieren, nehme man die Komplex- 
kurve Cm+n und lege durch ihre Linienelemente L die oo! berührenden Komplexkurven c, 
und c„. Diese Kurven bilden dann auf der entstehenden Fläche ®,, ein konjugiertes Netz, 
dessen gemeinsame Hüllkurve c,,„ eine (singuläre) Asymptotenlinie von ®,, „ ist. 

Satz 32. Sonderfall: m-+ n:=0. Um die Komplexfläche ®,,_,„ zu konstruieren, 
nehme man in dem Punkte c, die ©! Linienelemenie L des Kollineationskomple.xes, welche 
den elementaren Komplexkegel x, von c, bilden, und lege durch sie die oo! berührenden 
Komplexkurven c„ und c_m. Der Punkt c, ist ein konischer Knotenpunkt der entstehenden 
Komplexfläche ®, _,„ und der Komplexkegel x, sein quadratischer Tangentenkegel. 


Beispiele. (x) m = 1,n = — 1. Die Komplexfläche ®, _, der Darstellung 


1 + ıu . _Ii—u ER 


z+ıy= ri iß’ i—ıiy= Zip’ 
_1+oß BR. 0: REN 

er = 1 + p?’ u Berta 5) z=nNn ß 

trägt eine Schar von Komplexstrahlen c, und eine Schar von kubischen Ordnungskreisen 

C.., welche dieselbe c, umhüllen, d.h. welche alle durch denselben Punkt (1, 0, 0) hin- 

durchgehen. ®, _, ist daher mit dem Komplexkegel » des Punktes c, identisch, dessen 

Gleichung lautet: 


(224) 


(«— 1)? + y® = yz. 
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Durch die axiale Involution entsteht aus dem Komplexkegel ®, _, die Komplex 
fläche ®_,,,, d. h. wieder der alte Komplexkegel, bei dem jetzt lediglich die beiden Scharen 
von Komplexkurven durch die axiale Involution ihre Rolle vertauscht haben. 

Unterwirft man die Komplexkegel der Automorphie A,, so erhält man die Komplex 
flächen ©, _„, welche einen konischen Knotenpunkt c, haben, durch den ihre beiden 
Scharen von Komplexkurven c„ und c_„ hindurchgehen. 

Diese Flächen ®,, _,” gehen durch die axiale Involution 3 in sich über, wobei ihre 
Komplexkurven c„ und c _„ vertauscht werden. 

(ß#) m=2,n=1. Um die Komplexfläche ®,, zu konstruieren, nehme man die 
kubische Komplexparabel (104), c,, und zeichne alle sie berührenden Geraden c, oder alle 
sie berührenden quadratischen Komplexparabeln c,. Es entsteht die Tangentenjläche der 
kubischen Komplexparabel c,, deren beide Scharen von Komplexkurven aus den Tangenten 
c, von c, und aus den Schnittparabeln c, der Schmiegebenen von c, mit ihrer Tangenten- 
fläche bestehen. 

()m=2,n= 2. Der Grenzfall der Steinerschen Fläche (216), TI, = ®,,, besteht 
aus allen quadratischen Komplexparabeln c,, welche die biquadratische Komplexparabel 
und Asymptotenlinie (109), c,, berühren. 

(6) m=A,n = — 2. Die Komplexfläche ®, _, der Darstellung 


nr _ A1tru in 1— ia 
TITrine I Ad-—ip’ 


(225) z=a—2B 

trägt eine Schar von Komplexstrahlen c, als x-Linien und eine Schar von Komplex 
kurven (119), c_,, als -Linien, welche gemeinsam den kubischen Kreis (114), c_,, um- 
hüllen. Die Fläche ®, _, ist somit die Tangentenfläche des kubischen Kreises c _,. 


. 


Durch die axiale Involution 3 wird diese Tangentenfläche ®, _, in die Komplex- 
fläche ®_, , verwandelt, bestehend aus einer Schar kubischer Kreise c_, und einer Schar 
von quadratischen Komplexparabeln c,, welche den Komplexstrahl c, umhüllen. Diese 
Fläche ®_,, besteht also aus allen Komplexkegelschnitten in den Ebenen von c,, d.h. 
sie ist die Brennfläche der Kongruenz der ©? Komplexstrahlen, welche den festen Kom- 
plexstrahl c, schneiden. 


Die zur Tangentenfläche ®, _, des kubischen Kreises c_, azialinvolutorischen Fläche 
®_,, ist somit die Plückersche Komplexfläche des Komplexstrahls c,. 


Ihre Darstellung lautet 


ö 1 + iß)? 1 — ıß)? 
(226) +, 3-69 + 2P. 

37. Wir machen noch von dem letzten Ergebnis eine interessante Anwendung auf 
eine bemerkenswerte Konstruktion der Asymptotenlinien c_, der Müllerschen Fläche (214), 
®_,. Nach Nr. 35 entstehen diese Linien c_, durch Anwendung der axialen Involution 3 
auf die zu den einzelnen Kollineationskomplexen ®, gehörenden Komplexparabeln c, 
jener Ebene TI,, welche in $ der Fläche TT_, entspricht. 

Nun liegt die Komplexparabel c, auf den »! Plückerschen Komplexflächen ®_,, 


ihrer oo! Tangenten c,. Durch Anwendung der axialen Involution % folgt daraus der 
Satz 33. Die Asymptotenlinien c_, der Müllerschen Fläche TI_, liegen auf den Tan- 
gentenflächen ®,,_, der oo! kubischen Ordnungskreise c.,, deren Einhüllende c_, ist. 


Zeichnet man weiter in einem Punkte P des Komplexkegelschnittes c, der Ebene TI, 
den Komplexkegel », so berührt dieser die Ebene TT, längs der Parabeltangente c.. 
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Durch. axiale Involution % folgt, daß auch der Komplexkegel des Punktes P der 
Asymptotenlinien c_, die Müllersche Fläche TI_, berührt und zwar längs jenes kubischen 
Ordnungs-Kreises c_,, der in P die Asymptotenlinie c_, berührt. 

Der Komplexkegel z von P ist also (weil TI_, die Klasse 4 hat) der eine Teil dos 
Tangentenkegels, den man aus P an die Müllersche Fläche legen kann, und der kubische 
Ordnungskreis c_, ist ein Teil ihres wahren Umrisses für den Sehpunkt P. Der andere Teil 
ist ein zweiter Komplexkegel =’ und ein zweiter kubischer Ordnungskreis c’ ,, die zu 
jenem zweiten Komplex $,, gehören, dem die zweite durch P laufende Asymptotenlinie 


p 5 


ec’ „ angehört. 

Jede kubische Ordnungskurve c_, der Müllerschen Fläche TT_, ist somit zugleich 
Berührungskurve mit einem der Fläche umschriebenen quadratischen Tangentenkegel ;, 
dessen Scheitel der Berührpunkt P von c_, mit jener Asymptotenlinie c_, ist, welche mit 
c_, demselben Kollineationskomplex ft, angehört. Wir bezeichnen die beiden kubischen 
ÖOrdnungskreise c_, und c’ , der Müllerschen Fläche daher auch als ihre beiden zum Seh- 
punkt P gehörenden kubischen Umrißkurven. 


Es folgt so als Umkehrung von Satz 33 der 

Satz 34. Wählt man umgekehrt auf der Müllerschen Fläche TI_, eine beliebige ihrer 
vo? kubischen Umrißkurven c _,, so schneidet deren Tangentenfläche ®, _ , die Fläche TI_, stets 
nach einer Asymptotenlinie ce _,; diese Linie c _, gehört demselben Kollineationskomplexe 1, 
an wie die kubische Umrißkurve c_,. Beide Kurven berühren sich dabei in einem gemein- 
samen Punkte der Müllerschen Fläche TI_,, nämlich in dem zur kubischen Umrißkurve c_, 
gehörenden Sehpunkte P. 

38. Wir beweisen nun den folgenden 


Satz 35. Die Kongruenz der Bahntangenten s in den Punkien 5 der Komplexfläche 
®,,„ hat als Brennflächen zwei neue Komplexflächen, eine ®,,,,„ und eine ®,n.1. Die 
Komplezjläche ®,,.,„ trägt dabei die Gratlinien c„., der Torsen, welche von den Bahn- 
tangenten der Punkte der Komplexkurven c, von ®,,„ gebildet werden; entsprechend trägt 
® ‚ die Gratlinien e,., der Torsen der Bahntangenten längs der Komplexkurven c, von ®,, „- 

Im Sonderfall m= n sind diese beiden Brennflächen ®, „.1, Ou.1.m Mäntel der- 
selben Komplexfläche. Es gilt 

Satz 36. Die Kongruenz der Bahntangenten s der Punkte S der Potentialfläche 
1, = ©, „ besteht aus den Doppeltangenten einer Komplexfläche ®,,;ı,m- 

Beweis. Man kann die Bahntangente s des Punktes S(x, ß) der Komplexfläche 
(219), ®, „ mit Hilfe des linearen Parameters A wie folgt schreiben: 


z+iy=(l + ia)m(1 + iß)r (1 + iA), 


(227) ra —iy= (1 — ia)" (1 — ip)" (1 — iR), 
z=ma+tnß+4. 


m,n+ 


m,n 


Weil die x- und f-Linien von ®, „ Komplexkurven sind und die Bahntangenten längs 
solchen nach Satz 7 oder 8 bereits die abwickelbaren Flächen der Kongruenz darstellen, 
ergeben sich die beiden Brennflächen der Kongruenz durch jene Werte von A, die den 
Gleichungen 

[Ex Ka, En] = 0 (Es, Ka, Ka] = 0 


genügen. Man findet daraus 
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Daher lauten die beiden Brennflächen der Kongruenz der Bahntangenten der Punkte 
von Gun 

z + iy = (1 + mn)" t(l + ıB)", z+iy=(1-+ ia)"r(1 + iß)"*, 

z— iy = (1 int -ıB)", —wy=(1 12)” (1 ıBi"*!, 


z= (m +1)a+nß; z mx + (n—+ 1) P. 


Diese Brennilächen sind somit tatsächlich Komplexflächen der Arten 


Umgekehrt folgt aus dem Satz 35 der 
Satz 37. Legt man auf einer Komplexfläche ®, ,„ an die Komplexkurven «, bzw. « 


die Tangenten, so bilden deren Gratpunkte wieder eine Komplexjläche ®, ‚,„bzw.®, , ı- 


” 


39. Beispiele. (x) m = n = 1. Die Bahntangenten s der Punkte $ einer Ebene 
T, = ®, , sind Doppeltangenten der Komplexfläche ®, , d. i. der Tangentenfläche jener 
kubischen Komplexkurve c,, die von den Bahntangenten des Komplexkegelschnittes r, 
der Ebene TI, erzeugt wird. Tatsächlich bilden ja diese Bahntangenten, wie schon in 
Nr. 21 (y) erwähnt, die Kongruenz der Biplanaren von c,. 

(B) m = —A,m -- 1. Die Kongruenz der Bahntangenten s der Punkte $ eines 
Komplexkegels x = ®_,, hat zwei Brennflächen ®, „und ® ,.. 

Die erste Brennfläche ®, „ist jedoch bloß ein Komplexstrahl e,, nämlich die Bahn- 
tangente s, des Kegelscheitels S,; die Bahntangenten der Punkte 5 des Komplexkegels z 
schneiden also sämtlich die Scheitelerzeugende s, von z. Die zweite Brennfläche ® ,, 
ist dann natürlich mit der Plückerschen Komplerfläche dieser Scheitelgeraden s, identisch. 

(y) m = 2, n = — 1. Die Kongruenz der Bahntangenten s der Punkte $ der Plücker- 
schen Komplexfläche ®, _, hat als Brennflächen die Komplexflächen ®, , und ®,,. 
Die letzte ®, , ist mit der quadratischen Komplexparabel c, identisch, die somit von 
allen Bahntangenten s der Plückerschen Komplexfläche ®, _, geschnitten wird. Die 
erste, ®, _,, wird von allen kubischen Komplexparabeln c, und von allen kubischen 
Ördnungskreisen c _, erzeugt, welche diese Komplexparabel c, berühren. 

(6) m= n = —1. Die Kongruenz der Bahntangenten s der Punkte $ der Müller- 
schen Fläche (214), TI_,= ®_,_,, hat als Brennflächen die beiden Mäntel der Komplex- 
fläche ®_,.. Nun ist jedoch ®_,, = €_, der kubische Ordnungskreis c_,. Es folgt der 


Satz 38. Die Bahntangenten s der Punkte S der Müllerschen Fläche TI _, sind identisch 
mit den Bisekanten des kubischen Ordnungskreises c_,, der selbst auf der Fläche TI _, liegt 
und auf ihr eine Fallinie ist. 

Umgekehrt gilt 

Satz 39. Die Bisekanten s eines kubischen Ordnungskreises c_, haben Gratpunkte, die 
eine c_, enthaltende Müllersche Fläche TI_, bilden. 

(e) m = m = 2. Die*Kongruenz der Bahntangenten s der Punkte 5 des Grenzfalles 
der Steinerschen Fläche (216), TI, = ®,,, hat als Brennflächen die beiden Mäntel der 
Komplexfläche ®, ‚,, die von allen kubischen Komplexparabeln c, und allen Komplex- 
kegelschnitten c, gebildet wird, welche die Komplexparabel 5. Ordnung c, berühren. 

({) m = m = #. Die Kongruenz der Bahntangenten s der Punkte S der Quadrik 
(145), T,a = ©, 12, hat als Brennflächen die beiden Mäntel der Komplexfläche 
®, , ‚a, welche erzeugt wird von den »! Komplexkurven 4. Ordnung c,,, (143) und 
6. Ordnung c;,, (153), die den Komplexkegelschnitt c, berühren. 

3*+ 
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40. Durch die transzendente Abbildung (31) entspricht der Komplezfläche (219), ® 
des Raumes AR(z, y, z) im Raume P(£, n, £) die Schiebfläche 2, 


m,n’ 


ı In 


y=mg-+ ny 
C=entgeo +ntgy. 


Dabei ist «=tgy,ß=tg y gesetzt. Die Schiebkurven sind dabei Komplexkurven 
des Unisekantenkomplexes (35), die sich aus (49) ergeben, indem man daseblst 
F,(t) = m = const. bzw. F;(t) = n = const. setzt. Diese Schiebkurven bilden dabei auf 
der Schiebfläche &,„ ein konjugiertes Netz; ihre gemeinsame Hüllkurve (9 = y), eben- 
falls Komplexkurve des Komplexes (35), ist ausgezeichnete Asymptotenlinie auf der 
Schiebfläche In: 

Man kann die Schiebfläche 2, ,„ erzeugen, indem man die Kurven F,(t) = m und 
F,(t) = n aneinander verschiebt. 

Durch die transzendente Abbildung entsteht daraus die folgende Erzeugung der 
Komplexflächen ®,, mittels der kommutativen Gruppe ®, der projektiven Auto- 
morphien des Kollineationskomplexes $;: 


Satz 40. Um eine Komplexfläche ®,„ zu erhalten, nehme man im Kollineations- 
komplex $, zwei zu den Indizes m und n gehörenden komplexsymmetrischen Kurven c„ und 
Cn, welche in ihrem gemeinsamen Scheitel (Gratpunkt) 5, dieselbe Scheiteltangente (Grat- 
tangente) s, haben, und übe auf c„ (bzw. c„) die Schar der oo! stetigen projektiven Automorphien 
von $, aus, bei denen der Scheitel S, auf c„ (bzw. c.„) verschoben wird. Die erhaltenen Systeme 


von Komplexkurven (c„) und (c,) erzeugen eine Komplexfläche ®,„ und bilden auf ihr 
ein konjugiertes Netz, dessen gemeinsame Hüllkurve cm+n ebenfalls in ®, liegt und eine 
Asymptotenlinie der Komplexfläche ®,„ ist. 

Die Potentialflächen TI„= ©, lassen sich sogar (entsprechend den oo! Kollineations- 
komplexen ®,) auf ! solche Arten durch projektive Schiebung einer Komplexkurve c„ 
längs sich selbst erzeugen. 


Bemerkung. Die Bedingung des Schneidens und Berührens der erzeugenden Kurven 
Cm und c, ist unwesentlich. Läßt man sie fallen, so erhält man nur projektive Umformungen 
der Komplexflächen ®,„ und der Potentialflächen TI, = ©, „ mittels der projektiven 
Automorphiengruppe ©). 


Eingegangen 31. August 1953. 





\indestzahlen von Koinzidenzpunkten’). 


Von Helsa Schirmer aus Frankfurt am Main. 


Einleitung. 


In der Fixpunkttheorie wurde folgendes Problem behandelt: Sowohl die Anzahl k 
der wesentlichen Fixpunktklassen als auch die kleinste geometrische Fixpunktzahl # der 
Abbildungen einer Abbildungsklasse ist eine Homotopieinvariante, also eine Eigenschaft 
der ganzen Abbildungsklasse. Welche Beziehung besteht zwischen k und #? Die Relation 
u> k ist trivial; die schärfere Aussage « = k wurde schon von J. Nielsen [4] vermutet 
und konnte von F. Wecken [5], [6], [7] für endliche euklidische Polyeder einer Dimension 
> 3, die gewisse Zusammenhangseigenschaften erfüllen, nachgewiesen werden. 

Diese Untersuchungen werden hier auf Koinzidenzpunkte verallgemeinert. Sind 
f und g zwei Abbildungen einer Menge M in eine Bildmenge M’, so heißt pe M Koinzi- 
denzpunkt, wenn f(p) = g(p) ist. Der Spezialfall, daß M = M’ und g die Identität ist, 
liefert die Fixpunkte. Ist g eine topologische Abbildung, so stimmen die Koinzidenz- 
punkte des Abbildungspaares (f, g) überein mit den Fixpunkten der Abbildung g-!/ von 
M in sich. Wenn sowohl M als auch M’ n-dimensionale orientierbare Mannigfaltigkeiten 
sind, gelten zur Fixpunkttheorie analoge Tatsachen: 

Es lassen sich für reguläre Koinzidenzpunkte ein Index definieren und die algebra- 
ische Summe dieser Indexe aller Koinzidenzpunkte von (f,g) als Homotopieinvariante 
nachweisen ($ 3). Dieser Nachweis, der in der Fixpunkttheorie üblicherweise über die 
Homologieinvarianz der Lefschetzschen Zahi geführt wird, geschieht hier ohne Benutzung 
der Homologietheorie, um von deren Ergebnissen unabhängig zu sein. Als Hilfsmittel 
werden in $2 reguläre Homotopien behandelt, d.h. Homotopien (f,,g.), O<t<1A, bei 
denen jedes Abbildungspaar (f.,g.) nur reguläre Koinzidenzpunkte hat. Die Existenz 
solcher regulären Homotopien wurde für Fixpunkte in zweidimensionalen, zweidimen- 
sional zusammenhängenden Polyedern zuerst von J. Weier [8] nachgewiesen, jedoch ist 
ein allgemeinerer Existenzbeweis auch für Fixpunkte noch nicht veröffentlicht. Hier 
wird die Existenz in n-dimensionalen Mannigfaltigkeiten auf einem einfachen Weg gezeigt. 
$1 bringt eine — etwas abgeschwächte — Verallgemeinerung des Hopfschen Approxima- 
tionssatzes auf Koinzidenzpunkte. Um der späteren Anwendung willen werden alle Sätze 
in $41 bis $3 zunächst für einen Teilkomplex der Urbildmannigfaltigkeit bewiesen. Die 
Beweise werden so geführt, daß sie die Fixpunkttheorie nicht benutzen, sondern im Er- 
gebnis als Spezialfall enthalten. 

In $4 werden die Koinzidenzpunkte eines Abbildungspaares (f, g) in Koinzidenz- 
klassen eingeteilt, und es wird die Homotopieinvarianz der Anzahl k der wesentlichen 
Koinzidenzklassen, d. h. der Koinzidenzklassen mit einer von Null verschiedenen algebra- 
ischen Koinzidenzzahl, gezeigt. Da die kleinste geometrische Koinzidenzpunktzahl u 


*) Dissertation bei der Naturwissenschaftlichen Fakultät der Universität Frankfurt a.M.: Referent: Prof 
Dr. W. Franz. 
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einer Abbildungsklasse nach Definition homotopieinvariant ist, läßt sich jetzt dasselbe 
Problem wie bei Wecken stellen: Ist u = k? 

$5 bringt den Beweis für den einfacheren Fall der Deformationen, d.h. der Ab- 
bildungspaare (f, g), bei denen f zu g homotop ist. Hier ist k = 0 oder k = 1, und es wird 
daher zu g eine dazu homotope Abbildung f konstruiert, für die u = 0 bzw. u = 1 ist. 
(/, g) ıst eine „kleine Deformation‘“, d.h. die beiden Abbildungen sind homotop und 
benachbart. 

Ist eine beliebige Klasse von Abbildungspaaren {f, g} gegeben, so geht der Beweis 
(vgl. $6) aus von einem Abbildungspaar mit nur regulären Koinzidenzpunkten. Hier 
muß jedoch vorausgesetzt werden, daß die Dimension der Mannigfaltigkeit > 3 ist. Es 
wird gezeigt, daß sich dann jeweils zwei Koinzidenzpunkte p und g, die zur selben Klasse 
gehören, zu einem „zusammenziehen‘ lassen. Der Fall läßt sich auf den schon behandelten 
Spezialfall kleiner Deformationen zurückführen. 

Daß bei der Konstruktion von Abbildungspaaren mit «= k die Urbild- und 
Bildpunkte der k Koinzidenzpunkte willkürlich vorgegeben werden können, wird im 
letzten Paragraphen gezeigt. Es wird dort der allgemeinere Fall behandelt, daß in einer 
Klasse von Abbildungspaaren reguläre Abbildungspaare gesucht werden, für die Urbild- 
und Bildpunkte der Koinzidenzpunkte sowie deren Indexe beliebig vorgeschrieben sind. 
Die Existenz solcher Abbildungspaare wird gezeigt, wenn die gegebenen Koinzidenz- 
indexe die Bedingungen erfüllen, die sich durch die Homotopieinvarianz der Koinzidenz- 
klassen und ihrer Indexe ergeben. Allerdings muß wieder die Dimension der Mannig- 
faltigkeit als > 3 vorausgesetzt werden. — Durch Spezialisierung folgt eine neue Aussage 
über Fixpunkte. 

Als Mannigfaltigkeitsdefinition wurde die für die Homotopietheorie bequemste 
verwendet, die die Existenz einer endlichen Simplizialzerlegung und von euklidischen 
Umgebungen fordert. Eine Ausdehnung der Theorie auf kompakte topologische Mannig- 
faltigkeiten, wie sie von J. Weier [9] für Fixpunkte durchgeführt wurde, dürfte jedoch 
wenig Schwierigkeiten bereiten *). 


$ 1. Reguläre Abbildungspaare. 


Es werden folgende Definitionen und Bezeichnungen benutzt: 

Eine n-dimensionale orientierte Mannigfaltigkeit M" ist charakterisiert durch die 
beiden Eigenschaften: 

1. M" ist darstellbar als endlicher orientierter Simplizialkomplex M. 

2. Jeder Punkt ze M" besitzt eine Umgebung!) ®(x), die dem Inneren einer 

n-dimensionalen Vollkugel homöomorph ist. 

a“ bezeichnet ein (offenes) d-dimensionales Simplex (kurz: d-Simplex), a® seine 
abgeschlossene Hülle, a seinen Rand. M” sei in einen euklidischen Raum R° eingebettet, 
in dem der Abstand o(z, y) zweier Punkte x, y € M" gemessen wird. 

Sind X und ® zwei Mengen in M”, so bezeichnen X dasInnere, A dieabgeschlossene 


Hülle, U die Begrenzung (bezüglich M") und d(WX) den Durchmesser von A, U u B die 
Vereinigung, AB den Durchschnitt, W— B für B<N die Differenz und o(NW, B) 
den Abstand der Mengen W und 8. 


*) Anmerkung bei der Korrektur (8.2.55): Inzwischen erschienen zwei Arbeiten von J. Weier: Sur les 
elasses essentielles des coineidences de deux representations, Ü. R. Acad. Sei. Paris 239 (1954), S. 337-339, und 
Sur la somme d’indices des coincidences de deux reprösentations, ibid., S. 609—610, in denen ohne Beweis die 
wesentlichen Ergebnisse der Koinzidenzpunkttheorie in kompakten topologischen Mannigfaltigkeiten angegeben 
werden. 

1) Wenn nicht anders bemerkt, werden unter Umgebungen stets offene Umgebungen verstanden. 
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Werden Paare (f,g) von Abbildungen?) einer m-dimensionalen Mannigfaltigkeit 
I” in eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit M"?) betrachtet, so lassen sie sich folgender- 
maßen zu Klassen zusammenfassen: Zur 4bbildungsklasse {f, g} von (f,g) gehören alle 
Abbildungspaare (f,, g,), bei denen f, homotop zu f und g, homotop zu g (kurz: (f,, 8,) 
homotop zu (f, g)) ist. Eine Abbildungsklasse {f, g} heißt eine Deformation, wenn f zu g 
homotop ist. Der Punkt pe Wi” heißt Koinzidenzpunkt des Abbildungspaares (/, g), wenn 
i{p) = g(p) ist. Er heißt regulärer Koinzidenzpunkt, wenn es in M” eine Umgebung von p 
eibt, die außer p keinen Koinzidenzpunkt enthält. Besitzt das Abbildungspaar (f, g) nur 
reguläre Koinzidenzpunkte, so heißt es selbst regulär. 

Ist m = n, so kann einem regulären Koinzidenzpunkt p € MW” des Abbildungspaares 
(/, g) nach folgender Vorschrift ein /ndex j(p) — genauer: j(p; f, g) — zugeordnet werden: 
Sei ®&(p) eine zu einer Vollkugel homöomorphe Umgebung von p, die bis auf p bei (f, g) 
koinzidenzpunktfrei ist, &’(p’) eine Umgebung von p’ = g(p), die durch eine topologische 
Abbildung 9’ auf eine Vollkugel #” mit dem Mittelpunkt „’(p’) abgebildet wird. ft" 
werde so orientiert, daß ’(p’) in bezug auf 8" die Ordnung + 1 hat. 5 sei ein (n — 1)- 
dimensionaler orientierter Zyklus in ®&(p) — p, in bezug auf den p die Ordnung + 1 hat 
und für den f(3) und g(3) ganz in ®’(p’) liegen. ©”! sei eine (n — 1)-dimensionale 
Sphäre um den Mittelpunkt g’(p’) von &”, die ebenso orientiert wird wie gt". Eine Abbil 
dung h von 3 in ©"-! wird wie folgt definiert: Für alle Punkte re 3 wird der Vektor 

'g(x) oi(e) in X” parallel nach @’(p’) verschoben: er schneide €"! in h(z). Dann sei 

i(p) gleich dem Abbildungsgrad von h oder — was nach Alexandroff-Hopf [1], S. 462, 
damit übereinstimmt — gleich der Ordnung von g’(p’) in bezug auf h(3). 

Die Unabhängigkeit dieser Definition von der Auswahl von 53 und g läßt sich 
leicht nachweisen, die dazu nötigen Gedankengänge stehen schon bei Hopf [2]. 

Ist M" = M’" und g die Identität, so ergibt sich die übliche Definition des Fix 
punktes und seines Indexes. 

Ebenfalls findet sich im wesentlichen schon bei Hopf [2] der 


Satz I (Topologische Invarianz des Koinzidenzindexes). Werden der Urbild- und 
Bildbereich der Umgebung eines regulären Koinzidenzpunktes p von (f, g) einer topologıschen 
Abbildung t bzw. t' vom Abbildungsgrad ı bzw. r’ (rt, T' = - 1) unterworfen, so bleibt der 
Inder dieses Koinzidenzpunktes invariant bıs auf den Faktor tr’: 


tp: vr", vgt-!) = tr’ j(p; fg). 
In fast allen folgenden Beweisen treten einige Kleinheitsbedingungen auf, die jetzt 
erklärt werden. 
Jeder Punkt der Bildmannigfaltigkeit M’" besitzt nach Definition eine Umgebung, 


die zu einer n-dimensionalen Vollkugel homöomorph ist. Wegen der Kompaktheit von 
M” folgt daraus leicht, daß es eine endliche Überdeckung ®',..., ®/ von M’" gibt mit 


folgenden Eigenschaften: Jedes ®;(i—=1,.. .,!) ist in einer Menge U; enthalten derart, 


daß U; durch eine topologische Abbildung 9; auf die n-dimensionale Einheitskugel #" 
abgebildet werden kann. Dabei wird ®’ durch g; auf die zu #” konzentrische Kugel mit 
dem Radius } abgebildet. Da U! abgeschlossen ist, sind alle @ auf U! gleichmäßig stetig. 
Es existiert eine Zahl r’ > 0 mit folgender Eigenschaft: Jede Punktm nge 9’ < M’" mit 
d(W) < T’ liegt ganz in einem ®; (vgl. Alexandroff-Hopf [1], S. 100). 


2) Abtildungen werden immer stetig vorausgesetzt. 
®) Hier wird nur der Fall m= n behandelt. 
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Dann lassen sich — wegen der gleichmäßigen Stetigkeit aller p; auf U} — positive 
Konstanten e&/, ,, &,- - -, &, &, der Reihe nach so bestimmen, daß folgendes gilt: 


n+1Y "n 

für alle x’, y’ e U; folgt aus e(pz’, Ay) < &,, mit 3 >, = 51 (&n,1) >O stets 
old, y)< &,;: Gui..„B 

für alle 7’, y eU; folgt aus o(x’,y’)< y,,, mit y,,, = 9.1 (6,1) > O0 stets 


o(yir, 9%) < Orr (1 = 9 
&, a Min (&, 19 Yarı)o 


für alle 2’, y’ € U; folgt aus o(g'x', y)<6, mit 3 >= 6, (&) >0 stets 
o(t’,y)< ee, (=1,...), 
für alle x’, y’eU; folgt aus o(z’,y’)<y, mit y, = y,(6,) > 0 stets 
er, y)< =1,...b, 


’ 


&,_, = Min (&, Y,), 


e, = Min (ei, ?})- 
Dann st Oo <a, Se Ss’ sa, Seı,,=t}tt. 

Das Ziel dieses Paragraphen ist es, zu einem beliebigen Paar von Abbildungen 
(f, g) einer n-dimensionalen Mannigfaltigkeit M” in eine ebenfalls n-dimensionale Mannig- 
faltigkeit M’" die Existenz eines dazu e-homotopen *) regulären Abbildungspaares (f’, g’) 
zu beweisen. Dazu dienen die folgenden zwei Hilfssätze, die zeigen, wie unter gewissen 
Voraussetzungen (f’,g’) vom Rand eines Simplex regulär auf sein Inneres fortgesetzt 
werden kann. 

Hilfssatz 1. g sei eine Abbildung von M” in M’" und M eine Simplizialzerlegung 
von M” mit der Eigenschaft: 

(1) dg(a”) < }r’ für alle arc M°). 

Die Abbildung f sei auf dem Rand a“ des Simplexes ae M,0 <d << n, gegeben mit 

(2) f(2) # g(2) 

(34-1) o(f(z), g())< &i-ı 
Dann existiert eine stetige Fortsetzung von f über a“, für die (2) und (3,) gilt. 

Beweis. Wegen (1) und (3,-,) ist der Durchmesser der Menge g(a®) u f(a®) < r'; 
daher liegt g(a*) U f(a®) ganz in einer der Umgebungen ®; von M’. 

Eine Abbildung h von a® in eine &"-! wird wie bei der Definition des Koinzidenz- 
indexes erklärt. Ersichtlich ist k(a*) in &"-! nullhomotop, es läßt sich also h zu einer 
Abbildung von @® in &*-! erweitern (vgl. Alexandroff-Hopf [1], S. 502, Hilfssatz II). So 
wird jedem x € a® stetig in $” eine Richtung zugeordnet. Sie werde parallel nach g;g(2) 


für alle ze at. 


verschoben und als Richtung des Vektors ‚pig(2) Yf (x) gewählt. 
Da o(f(z), g(2)) < e,_, ist für ze a@, ist o(p;f(z), Pg(x)) < Ö,. Jedem x € a“ läßt 


sich stetig eine Länge !(z) mit 0< l(z) < ö, und I(xz) = | p/g(x) p/f(x) | für ze a® zu 
ordnen. Wird !(z) als Länge des Vektors g;g(x) p;f(x) gewählt, dessen Richtung bereits 


bestimmt ist, so ist f(x) dadurch für alle x € a® definiert, und wegen 6, < } liegen alle 
Punkte f(x) noch in U;. 


*%) D.h. es ist o(f, }) < e und o(9, 9) < & für beliebiges & > 0. 
5) Eine solche Simplizialzerlegung existiert sicher, da g auf M” gleichmäßig stetig ist. 
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Da o(gif(z), g;g(x)) < 6, ist für alle ze a“, ist dort o( f(x), g(x)) e,, also (3,) 

erfüllt. Die Stetigkeit und die Bedingung (2) ergeben sich aus der Konstruktion. 
Hilfssatz 2. Die Voraussetzungen von Hilfssatz 1 seien erfüllt für den Fall d = n. 

Dann existiert eine stetige Fortsetzung von f über a”, für die (3,) gilt, und zwar entweder ohne 


Koinzidenzpunkt oder mit genau einem Koinzidenzpunkt in einem beliebigen inneren Punkt 


p< a" mit einem Index j(p) #0. 
Beweis. Wie eben liegt g(a") v f(a") ganz in einem ®;. Seien pe a" beliebig, x, 
ein Punkt aus a", x — x(x,, A) der Punkt auf der Strecke px, mit pr: pd, =AW<A<I), 
>» 


v(x,) der Vektor g;g(z,) Y!f(x,) in A". Nach (2) und (3,_,) ist O< | v(z,) ö,. Dann 
sei f(x) für 0 = A < 1 bestimmt durch 

oY:f(z) = oyig(r) )"v(2,). 
wobei o der Mittelpunkt von $" ist. 

f ist stetig, erfüllt (2) außer in p und (3,). Ist j(p) = 0, so ist alles bewiesen. 

Ist j(p) = 0, so hat die bei der Definition von j(p) verwandte Abbildung A von 
a" in ©"-! den Abbildungsgrad Null, daher gibt es eine stetige Fortsetzung von h über a" 
(vgl. Alexandroff-Hopf [1], S. 504, Satz II„_,). Somit läßt sich die Konstruktion von f 
hier wie im Hilfssatz 1 durchführen®). 

Daß bei einer hinreichend kleinen Abänderung einer Abbildung eine zu ihr homo- 
tope Abbildung entsteht, ergibt sich aus dem folgenden Hilfssatz, der wegen der Retrakt- 
eigenschaft der Polyeder nach Alexandroff-Hopf [1], S. 343, Satz II und II’, gilt. 

Hilfssatz 3. Es gibt eine nur von M’" abhängige Zahl x’ > 0 mit der Eigenschaft: 
Sind f, und f, zwei Abbildungen von M” in M’" mit o(fu, fi) < x’, so sind f, und f, homotop. 
Weiter gibt es zu jedem e > ein a’(e) >0 so, daß es für o(fu, fh) < x’(e) eine Homotopie 
/,0 <t<1} gibt mit einem Durchmesser < e. 

Aus diesen drei Hilfssätzen folgt jetzt leicht der 

Satz Ila. / und g seien zwei Abbildungen von M" in W’", M eine Simplizialzerlegung 
von M", der Teilkomplex A < M rein n-dimensional‘) und f = g auf A. Dann gibt es eine 
Abbildung f' von A in Wr, für die folgendes gilt: f' = f auf A, olf,f)< Ir, (f',g) ıst 
regulär auf A und hat nur Koinzidenzpunkte im Inneren von n-Simplexen von A. 

Beweis. A werde so fein simplizial unterteilt, daß 

(4) df(a") < 4 &,, dg(a") < } e, für alle ar € A 
ist. X sei die Menge aller abgeschlossenen n-Simplexe von A, die wenigstens einen Koinzi- 
denzpunkt von (f, g) enthalten. 

In K ist o(f,g)< e,: Ist yea"e K, so gibt es in a" ein x mit f(x) = g(z). Nach 
(4) folgt 

ey), 2Ww)) < e(fy), Fl@)) + e(ftr), g(2)) + e(gla), Ey) < &i- 
Auf K ist { + g nach Konstruktion von K. 

In A — Kseif = f’,in K werde f abgeändert zu f’: Auf allen ae K wird f’ beliebig 
gewählt mit 0 < o(f',g) < e,. Darauf wird f’ schrittweise auf allen al. a?,..„ar-icK 
nach Hilfssatz 1 definiert und schließlich über alle a” e K nach Hilfssatz 2 fortgesetzt. 
Dann ist (f’, g) regulär in A, f = f’ auf A, und wegen o(f, g)< e,< 4r’undol(f,g)< }r’ 
af Kund{=f auf A—K gilt elf, f)< tr. 


8) Hilfssatz 1 und 2 sowie die folgenden Überlegungen gelten ersichtlich auch dann noch, wenn M eine krumm- 
linige Simplizialzerlegung von M* ist, falls sie nur zu einer geradlinigen Simplizialzerlegung homöomorph ist. 
?) Alexandroff-Hopf verwendet die Bezeichnung homogen n-dimensional; die Definition findet sich in [1], 


S. 127. 
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Wird 7’ < 2a’ gewählt, so folgt aus Hilfssatz 3, daß / zu f/ homotop ist. Mit A 
(dann ist A leer) und $ r’ < e ergibt sich so der 


Satz II (Approximationssatz für Abbildungen). Zu jedem Abbildungspaar (f, g) 
von M" in Mr und jedem e > gibt es eine Abbildung f’, die zu f e-homotop ist, so daß 
(f’, g) regulär ist und alle Koinzidenzpunkte im Innern von n-Simplexen liegen. 

Der Spezialfall M" — M’" und g(x) = x für alle x € M” liefert einen entsprechenden 
Satz für Fixpunkte, der eine Abschwächung des Hopfschen Approximationssatzes ist°). 


$ 2. Reguläre Homotopien. 


Als Beweishilfe wird im folgenden die Existenz regulärer Homotopien benutzt. 
Sie sind bestimmt durch die 

Definition. Sind (f,, g,) und (f,, g,) zwei reguläre und homotope Abbildungspaare 
von M" in M’r, so heißt die Homotopie (f., g.), O St <1, eine reguläre Homotopie, wenn 
(fı, g:) für jedes t mit O0 <t<1 ein reguläres Abbildungspaar ist. 

Die Existenz von regulären Homotopien zeigen die beiden nächsten Sätze. 

Satz IIla. M sei eine Simplizialzerlegung von M", der Teilkomplexe A< M rein 
n-dimensional; (fy, go) und (f}, 81) seien zwei zueinander homotope und reguläre Abbildungs- 


paare von M" in WM", und es existiere eine Homotopie (fı, 9), 0 St <s1, die auf A koinzi- 
denzpunktfrei ist. Dann gibt es auf A eine reguläre Homotopie (f;,g),  <st<1, mi 
(fi, ) = (In gi) auf A sowie (f,, 80) = (fo go) und (fi, 81) = (I, 81) auf A und g = gu 
of, f)<trfürü stsi. 

Beweis. M läßt sich — unter Festhaltung von A — ersichtlich so wählen, daß alle 


Koinzidenzpunkte von (f,, g,) und (f,, g) auf A im Inneren von n-Simplexen liegen. Sei 
A x J das Produkt von A mit der Einheitsstrecke J = {0 <:t < 1}. Ein Abbildungspaar 
(F,G) von A x J in M'’" wird definiert durch 


Bm > > - für alle Punkte (z,t)e AxJ mit zeA und O<st<si1. 


Sei A* eine Simplizialzerlegung von AxJ, die so fein ist, daß 
(5) dF(a"+!) < 4 8), dG(a"+!) < }e, für alle art!e A* 


ist. A* ist so wählbar, daß in AxOund Ax1 die Koinzidenzpunkte von (F, G) weiterhin 
im Inneren von n-Simplexen von A* liegen. 

K sei die Menge aller abgeschlossenen (rn + 1)-Simplexe von A*, die wenigstens 
einen Koinzidenzpunkt von (F, G) enthalten. Daß # #G in K ist außer für {= 0 und 
t=1 und o(F,G)< e, in K, folgt wie beim Beweis von Satz Ila. In X wird F abge- 
ändert zu F’: Auf allen ae K wird F’ beliebig mit 0< o(F’, G)< e, gewählt; darauf 
wird F’ schrittweise auf allen a, a',...,a”-!e K nach Hilfssatz 1 koinzidenzpunktifrei 
definiert und schließlich über alle a* € K nach Hilfssatz 2 mit höchstens einem Koinzidenz- 
punkt fortgesetzt. Dann muß F’ nur noch auf allen a*+! ce K erklärt werden. 

Nach (5) und (3,) ist d[G (a"+!) u F’(a"*')]< r’, daherliegt G(a"*!) u F’(a"*') ganz 
in einem ®; < U; mit 9 (U;) = #". Es sei o der Mittelpunkt von f", und (F’, G) habe auf 

8) Eine Weiterführung der Gedanken dieses Beweises und des Beweises von Satz III liefert als allgemeinere 
Aussage für Abbildungen von M” in M’” den 

Satz. Zu jedem Abbildungspaar (f, g)von M” in M’* und jedem & > 0 gibt es eine Abbildung f’, die zu fe-homotop 
ist, so daß folgendes gilt: Für m < n ist (f’, 9) koinzidenzpunktfrei, für m = n hat (f’, 9) Koinzidenzpunkte nur in höch- 
stens (m — n)-dimensionalen abgeschlossenen Punktmengen von M”. 

Jedoch wird dieser Satz im weiteren nicht gebraucht. 
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a" ! die Koinzidenzpunkte p,,.. . ., ?,. Hierzu ist p, € a**! so wählbar, daß p, einen {-Wert 
hat, der zu denen von p,,.. ., P, verschieden ist. F’(x, t) werde für (z, t) € a**! wie beim 
Beweis von Hilfssatz 2 bestimmt durch 


> 


og; F' ir. t) 09:G(x, t) - A® v (X, lo) - 


Dann ist F’ stetig und hat Koinzidenzpunkte in a"*! nur auf den Strecken p,p, (j=1,.. .‚l). 
von denen keine in einem Schnitt t= konst. liegt. Auf A ist F=F. Daß 
o(/„k) = o(F(«, t), F'(x,t)) < % 7’ ist, folgt wie beim Beweis von Satz Ila. Daher wer- 
den durch f% (x) = F’(z, t) und g,(z) = G(z,t) die Behauptungen von Satz Illa erfüllt. 

Für r < 2x ist („O0 <t <1) nach Hilfssatz 3 zu (/,0 st < 1) homotop. Mit 
A= Mund }r < e folgt aus Satz Illa der 


Satz III (Approximationssatz für Homotopien). Sind (f,, 8) und (f,, g,) zwei zu- 
einander homotope und reguläre Abbildungspaare von M" in M'", so gibt es zu jeder Homotopie 
(.g),0 st <1, und zu jedem e > eine reguläre Homotopie (f,g,), O <t <1, so daß 
= fu» A = fh und die Abbildungsschar (,0 <t <1) zu (,O <t<1) e-homotop ist. 

Für M = Mr, go(X) = gl) = x und G(z,t) =r ergibt sich wieder ein ent- 
sprechender Satz für Fixpunkte. 


$ 3. Algebraische Koinzidenzzahl einer Abbildungsklasse. 


Ist das Paar (/, g) von Abbildungen von WM” in M’" regulär, so heißt die mit (— 1)" 
multiplizierte Summe der Indexe der Koinzidenzpunkte von (f, g) die algebraische Koinzı 
denzzahl ],,,, des Abbildungspaares (f, g)°). Daß diese Zahl 7,,,, eine Homotopieinvariante 
ist, zeigen die folgenden Sätze. 


Satz IVa. Unter den Voraussetzungen von Satz Illa gilt: Auf A ist], = ln 

Beweis. Nach Satz Illa wird eine reguläre Homotopie (/.,g.),0 <ı <1, auf A 
konstruiert, die (fo, 80) in (f,, 8) überführt. Nach dem Beweis von Satz Illa wandern 
dabei die Koinzidenzpunkte von (f,, g.) in A x J auf Streckenzügen, die sich in Punkten 
Po € a"+! schneiden. Die Streckenzüge können ferner in inneren Punkten von (n + 1)- 
Simplexen enden oder es kann ein derartiger Punkt ein isolierter Koinzidenzpunkt in 


A x J sein. 

a) Sind p,,p., zwei Koinzidenzpunkte auf dem Stück j eines Streckenzuges in 
A x J, aufdem kein Schnittpunkt mit einem anderen Streckenzug liegt, so ist 
/(p.) = Ip,): Zu jedem Koinzidenzpunkt p., von (f.,g.) auf | gibt es ein e(t;) > 0 so, 
daß für alle £ mit |? —t,| < e(t,;) der Koinzidenzpunkt p, von (f;, g.) auf | noch im Produkt 
3 x J eines (n — 1)-dimensionalen Zyklus 5 liegt, der zur Definition von 7j(p.) benutzt 
werden kann. Da die Homotopie von (f:,, g.,) nach (f., g.) auch eine Homotopie der bei der 
Definition des Index erklärten, durch (fe, 8:,) bzw. (f,, g:) bestimmten Abbildungen hi 
bzw. h, von 3 in eine ©"-! vermittelt, haben diese Abbildungen den gleichen Grad; es ist 
also /(pı,) = j(pı). Nun genügen endlich viele Umgebungen | t—1,|< e(t,), um das 
abgeschlossene Intervall von t, bis t, zu überdecken; daher ist j(p,) = /(P,,)- 

b) Ist p, ein in Ax.J isolierter Koinzidenzpunkt von (f, ‚g,) oder bricht eine 
Strecke | in p, ab, so läßt sich in A der Koinzidenzpunkt p, durch eine beliebig kleine 
Deformation von (f,, g,,) beseitigen; er hat also den Index Null. 


9) Die Einfügung des Faktors (— 1)" ist hier belanglos: sie geschieht aus Gründen, wie sie für die Fixpunkt- 
theorie bei Wecken [5], S. 664, auseinandergesetzt sind. 
4* 
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ce) Es bleibt zuzeigen, daß bei einer Vereinigungvon k Koinzidenzpunkten p\, - - -,P; 
k 
zu einem Koinzidenzpunkt p, stets 5 j(p,) = (po) ist. Der Koinzidenzpunkt p, gehöre 
v=1l 
zu (f,, g,);, die Koinzidenzpunkte p,,..., Pr zu (f,,8,). Sei U eine Umgebung von p, 


in A, so daß U zu einer n-dimensionalen Kugel homöomorph ist, und so klein, daß 
(6) a, UM)<ır,d, (U<}r 


ist. Sei weiter |t, — ti, | so klein, daß die reguläre Homotopie (/., g.) von t, bis t, auf U 
koinzidenzpunktfrei und 


(7) of. h)<i 


. 
o 


ist. Der (n — 1)-dimensionale Zyklus 3 : U werde so orientiert, daß po In bezug auf ; 

die Ordnung + 1 hat. Wegen (6) und (7) liegen die f,-, 8,,-, /,- und g,-Bilder von 3 ganz 

in einer der Umgebungen ®; € W’*. Die Homotopie von (f,, g,) nach (f,, g,,) vermittelt 

wieder eine Homotopie der Abbildungen h, bzw. h, von 5 in eine ©"-!; also haben diese 

beiden Abbildungen denselben Grad, der nach Definition gleich /(p,) ist. 

B,(»=1,...,k) seien Umgebungen der p, in U, so daß die ®, paarweise fremd 

und alle ®, zu n-dimensionalen Kugeln homöomorph sind. Alle (n — 1)-dimensionalen 

Zyklen 5, = R, werden so orientiert, daß stets p, bezüglich 3, die Ordnung + 1 hat. Sei 
h k 

A-U— 8, dann ist U = 3— 53. Da W bei (f,, g,) Koinzidenzpunktfrei ist, läßt 
v=] v=1 


sich die Abbildung h, von Win ©*-1 zu einer Abbildung von W in ©”! erweitern. Es ist 


A nullhomolog in 4, folglich A, (X) nullhomolog in &”-!. Daher ist der Abbildungsgrad 
. k 

von W bei A, gleich Null, also der Abbildungsgrad von 5 bei A, gleich dem von 3 ;3,. 
’ 1 


Dieser letzte Abbildungsgrad ist aber gleich & j(p,), und so folgt j(p,) = & J(p,). Aus 
v1 


v=]1 
a), b) und ec) ergibt sich unmittelbar die Behauptung. 


Der Spezialfall A = M liefert wieder den 


Satz IV. Sind (f,, g,) und (f,, g) zwei zueinander homotope und reguläre Abbildungs- 
paare von M" in M'", so haben sie die gleiche algebraische Koinzidenzzahl. 

Die hiermit nachgewiesene Homotopieinvarianz von 7, ,„ ermöglicht folgende 

Definition. Die algebraische Koinzidenzzahl j,,„ der Abbildungsklasse {f, g} ist 
gleich der algebraischen Koinzidenzzahl irgendeines regulären Abbildungspaares aus 
dieser Abbildungsklasse. 

Zugleich ist es jetzt möglich, von der algebraischen Koinzidenzzahl 7,,,, eines 
beliebigen, nicht notwendig regulären Abbildungspaares zu sprechen, wenn darunter der 
stets eindeutig bestimmte Wert 7,, „, verstanden wird. 


$ 4. Koinzidenzklassen. 
Eine Klasseneinteilung der Koinzidenzpunkte eines Abbildungspaares wird erklärt 
durch die 
Definition. Zwei Koinzidenzpunkte p und y des Abbildungspaares (f, g) von M" 
in M’* gehören zur selben Koinzidenzklasse, wenn ein Weg & von p nach g existiert, für 
den f(E) zu g(E) homotop ist. 
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Ersichtlich ist diese Beziehung reflexiv, transitiv und symmetrisch, also eine 
Klasseneinteilung. 

Es wird zunächst die Endlichkeit der Anzahl der Koinzidenzklassen eines Abbil 
dungspaares bewiesen. 

Hilfssatz 4. Sind p und q zwei Koinzidenzpunkte von (f, g), die zu verschiedenen 
Klassen gehören, so.gıbt es auf jeder p mit q verbindenden Kurve einen Punkt x mit 
0 (x), g(x)) De 10), 

Beweis. Gäbe es eine Kurve € von p nach g, auf der überall o(f(x), g(x)) < & 
wäre, so wäre /(&) nach Hilfssatz 3 zu g(E) homotop, p und g gehörten also zur selben 
Koinzidenzklasse. 

Satz V. Die Anzahl der Koinzidenzklassen ist bei jedem Abbildungspaar (f, g) 
endlich. 

Beweis. Die Menge Ö aller ze M” mit o(f(x), g(z)) < x’ ist in M” offen; sie zer 
fällt eindeutig in punktfremde Gebiete. Nur in diesen können Koinzidenzpunkte liegen. 
Aus jedem Gebiet, das wenigstens einen Koinzidenzpunkt enthält, werde einer ausgewählt. 
Ließen sich so unendlich viele Koinzidenzpunkte aussuchen, so gäbe es wenigstens einen 
Häufungspunkt q von ihnen. Auch qg wäre Koinzidenzpunkt, läge also in einem der Ge- 
biete, etwa in &,. Dann müßten eine ganze Umgebung U(g) und damit unendlich viele der 
ausgewählten Koinzidenzpunkte in &, liegen. Das ist aber ein Widerspruch. Also ent 
halten nur endlich viele dieser Gebiete Koinzidenzpunkte. Da nach Hilfssatz 4 alle Koin- 
zidenzpunkte eines Gebietes zur selben Klasse gehören, ist die Zahl der Koinzidenzklassen 
endlich. 

Weiter gilt: Jede Koinzidenzklasse ist eine abgeschlossene Punktmenge und hat 
von jeder anderen Koinzidenzklasse einen von Null verschiedenen Abstand. 

Das nächste Ziel ist es, jeder Koinzidenzklasse von (f, g) eine algebraische Koinzi 
denzzahl zuzuordnen. Dazu dient der 

Hilfssatz 5. Seien (f, g) ein Abbildungspaar von M" in WM", ferner A irgendeine 
Teilmenge von M" und W bei (f, g) koinzidenzpunktfrei. Dann gıbt es ein e > 0 so, daß alle 
in A regulären Abbildungspaare (f', g’) mit o(f, f) < e und o(g, g’) < e die gleiche algebra 
ische Koinzidenzzahl auf A haben. 

Beweis. Da 4 abgeschlossen ist, gibt es ein e, mit 

(8) o(f(x), g(x)) > & für alle ze. 

:4. @’(} e,) wird nach Hilfssatz 3 bestimmt. Seien (f,, g,) und (f,, 8) in A regulär mit 

(9) of, N) < e und olg.g)<eli—i, 

Dann ist nach Wahl von & 

(10) of, f) < «(4 &) und o(g,, 8) : 

Daher existiert nach Hilfssatz 3 ein Deformationsweg (f,, g.) , 

(11) o(f,,f,) < 4 und o(g, g,)< 4 &ı für beliebige 1 
Auf V ist nach (8) und (9) für i = 1,2 


o(f;, 8) Z olf, g) - o(f, Fi) 0(g,8:) > &ı 


Daher ist (f., g), 1 St < 2, nach (11) koinzidenzpunktfrei auf A, und es gibt ein &, 
mit 


(12) o(fe(z), ge(X)) > & für alle reA und 1 sı=s 


10) Zur Definition von a’ vergleiche Hilfssatz 3. 
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Wegen der gleichmäßigen Stetigkeit von (f,,g.) auf A x J— wobei J 1 <st=2} 
ist gibt es ein ö = ö(&,) > 0 so, daß folgendes gilt: 


(13) Wenn o(z,y) < 6 ist, so folgt für alle x,ye A und 1<ı<2 


o(fı(&),Fky))< de und o(gl&),g(y))< 3 - 
Sei M eine ö-Zerlegung von M" 1), A die Menge aller abgeschlossenen n-Simplexe von M, 
die ganz in W liegen. Ist ze W— A, so gibt es ein ye& A mit o(z,y) < 6. Daher ist 
nach (12) und (13) für 1 st <s2 
o(fı(z), ge(2)) Z o(fely), gely)) — o(Fıl®), Fy)) — e(ge(z), gely)) > 0. 

(„g), 1 <t<s2, ist somit auf A— A und insbesondere auf A koinzidenzpunktifrei. 
Da A rein n-dimensional ist, gilt nach Satz IVa auf A und daher auch auf W die 
Behauptung 7, = Iu.w* 

Es ist also folgende Definition sinnvoll: 

Definition. Ist A eine Teilmenge von M” und A bei (/, g) koinzidenzpunktfrei, so 
sei die algebraische Koinzidenzzahl von W bei (f, g), (A) = (X; f,g), gleich der algebra- 
ischen Koinzidenzzahl auf WX bei einem hinreichend wenig von (f, g) verschiedenen Ab- 
bildungspaar, das auf W regulär ist. 

Da die einzelnen Koinzidenzklassen voneinander einen Abstand > 0 haben, läßt 
sich jede Koinzidenzklasse f in eine Umgebung U(f) einschließen, die ebenfalls zu allen 
anderen Koinzidenzklassen fremd ist. Dies ermöglicht die 

Definition. Die algebraische Koinzidenzzahl einer Koinzidenzklasse £ bei (f,g) ist 
gleich j(U(f); f, g). Ist j(U(E); f,g) + 0, so heißt f eine wesentliche, sonst eine unwesent- 
liche Koinzidenzklasse. 

Sei z(j) = z(j; f, g) die Anzahl der Koinzidenzklassen von (f, g) mit der algebraischen 
Koinzidenzzahl j. Dann gilt 

Satz VI. Für jedes j +1, +2,... ist die Zahl z(j; f, g) eines Abbildungspaares 
(f, g) homotopieinvariant. 

Beweis. Sei (f,, 8) zu (fo, 80) = (f, g) homotop; (fı, g.), O St < 1, die Homotopie. 

1) Zunächst wird gezeigt: Zu jedem t, mit 0 <t, < 1 gibt es ein e(t,) > 0 so, dab 
für alle £t mit | t—1, < eff) undj= +1, +2... stets z(j; f,, 8, = 205 fu 8) gilt. 

(f,,, 8) habe die Koinzidenzklassen f,,..., f, (endlich viele nach Satz V); je zwei 
mögen voneinander einen Abstand > ö > 0 haben. Sei M eine }ö-Zerlegung von W 
und so fein, daß 

(14) df, (a) < 4a, dg,, (a) < 4a’ für alle ae M 
ist. U,(i =1,..., 1) bestehe aus allen abgeschlossenen n-Simplexen von M, die wenigstens 
einen Koinzidenzpunkt von f; enthalten. Dann sind die U, paarweise punktfremd. 


Auf M ii U; ist o(f,,8,) >0; sei dort o(f,,g,) Z &(to) >0. Man wähle 
e(l,) > 0 so, daß für alle 2 mit |! — 1, |< e(t,) 

(15) of f,) < Min ($ &,(%), 4x’) und o(g.,g,) < Min (} e,(to), 4 &’) 
ist. Dann haben auch alle diese (f,, g.) Koinzidenzpunkte nur in den U,. 

Ist ze a" € U,, so gibt es ein y € a” mit f,, (y) = g,, (y). Daher ist nach (14) 


’ 


o(f, (2), g,(2)) <S o(f, le), f,y)) + oe(f,Yy), g,W)) + ol, y), g,(@)) <a’. 


11) J),h. eine Simplizialzerlegung von M”, bei der der Durchmesser eines jeden Simplexes kleiner als ö ist. 
> ? 
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Somit gilt 

(16) o(f,, (x), 8,(2)) < 3a’ für alle ze U, G(=1,...D. 

a) Sind p,, pP, zwei Koinzidenzpunkte von (f,, g.) aus demselben U,, so gehören sie 
zur selben Koinzidenzklasse: Sei — ohne Beschränkung der Allgemeinheit — ! > i,. 
Ist p;€ a; (1 = 1,2), so existiert ein z,€ a; mit /,(x,) = g,(2;), und x, 2, gehören bei 
(f,, ,) zur selben Koinzidenzklasse. Es gibt also einen Weg €, von z, nach z,, für den 
f,,(C,) homotop zu g,, 6 ) ist. {o,(s), = s > 1,} sei eine Parameterdarstellung der Strecke 
px, und {ca(s),% Ss <t} eine Parameterdarstellung der Strecke z,p,. Es ist 
E = {p, 2. Co 2EP2} 2 Weg, der von p, nach p, führt. Sei bei festem t 

© = ılal)),ı>2s >21; AlE); Fıla)), Ss <t} - ill), 

E = Fs(c1(s)), € Ss 21; f,, (€); Jkals)), Ss St}, 

ge’ =  {8,(c1(8)), t sZt; 8,6); (Gh), est}, 

glal)),t 25 21; gılCo); 

(15 
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Mit Hilfe von ) und (16) sowie Hilfssatz 3 folgt leicht, daß €’ homotop zu E/, 
ferner E} homotop zu in und E}’ homotop zu &” ist. Somit ist €’ homotop zu €’, woraus 
die Behauptung unter a) folgt. 


b) Sind p,, ?, zwei Koinzidenzpunkte von (f,, g.) aus verschiedenen U,, so gehören 
sie zu verschiedenen Koinzidenzklassen: Angenommen, sie gehörten zur selben Koinzi- 
denzklasse, dann gäbe es einen Weg €, von p, nach p,, für den /,(E,) zu g.(E,) homotop 
wäre. Wie eben gibt es, wenn p; € af ist, ein x;€ af mit f, (x,) = g,,(z:) (Ü= 1,2). Dann 
läßt sich analog zu a) zeigen, daß der Weg € = {r,p,, Co, P,2,} ein Weg von x, nach x, 
ist, für den f,, (€) zu g, (€) homotop wäre. Es gehörten x, und x, bei (f,, g,,) zur gleichen 
Koinzidenzklasse, was ein Widerspruch ist. 


c) Da U,(i=1,...,l) bei allen (f.,g.) mit t—t, < e(t,) koinzidenzpunktfrei 
ist, haben dem Beweis von Hilfssatz 5 zufolge die Klassen von (f,,g,) und (/,, g.) auf 
allen U, die gleichen algebraischen Koinzidenzzahlen. Ist ein U, bei (f,. g,) koinzidenz 


punktfrei, so wäre also auch (fi; f,,g,) = 0. 


Aus a), b) und e) folgt: 
U; fu, &.) = 20; fang) für j= +1, +2... 

2) Da das IntervallO < ı < 1 abgeschlossen ist, genügen endlich viele Umgebungen 
t—t,)<elt),v»=1,...,h, um es zu überdecken. Je zwei Abbildungspaare (f,,, g:,) 
und (fr, 1, e,.,) haben nach 1) dieselbe Zahl :(j) für j= +1, —+2,.... Daraus folgt 
Satz VI. 

Die Anzahl k der wesentlichen Koinzidenzklassen eines Abbildungspaares (/, g) ist 
bestimmt durch k = 2:0). Daher zieht Satz VI nach sich den 


j ei 


Satz VII. Die Anzahl k der wesentlichen Koinzidenzklassen eines Abbildungspaares 
(f, g) ıst homotopieinvariant. 


$ 5. Koinzidenzpunkt-Mindestzahl von Deformationen. 


Die Anzahl k der wesentlichen Koinzidenzklassen ist jetzt als eine Invariante der 
Abbildungsklasse {f, g} nachgewiesen; daher ist es sinnvoll, nach ihrem Zusammenhang 
mit der Koinzidenzpunktmindestzahl # der Abbildungspaare der Abbildungsklasse {f, g) 





169 


Schirmer, Mindestzahlen von Koinzidenzpunkten. 


zu fragen, die schon nach Definition eine Invariante von {f, g} ist. Da jede wesentliche 
Koinzidenzklasse mindestens einen Koinzidenzpunkt enthalten muß, ist die Ungleichung 
u Zk trivial. Das Ziel der folgenden Untersuchungen ist der Nachweis der Gleichung 
7: 

Diese Aufgabe wird zunächst für Deformationen {f, g} gelöst. Deformationen 
haben höchstens eine wesentliche Koinzidenzklasse, denn für f=g ist jeder Punkt 
Koinzidenzpunkt, und alle Punkte gehören zur gleichen Koinzidenzklasse. Die Aufgabe 
besteht hier also in der Konstruktion einer Deformation mit höchstens einem Koin- 
zidenzpunkt. 

Satz VIlla. A sei ein n-dimensional zusammenhängender!?) rein n-dimensionaler 
Teilkomplex einer Simplizialzerlegung M von M"(n = 2), g eine beliebige Abbildung von 
A in WM" und f auf A gegeben mit O< o(f,g) < e'. Dann läßt sich f mit o(f,g) < 4 r' so 
über A fortsetzen, daß höchstens ein Koinzidenzpunkt entsteht. Dieser hat einen von Null 
verschiedenen Index. 

Beweis. A wird so fein simplizial unterteilt, daß dg(a") < } r’ ist für alle ar € A. 
Nach Hilfssatz 1 wird f aufallen a e A,O <d=<n — 2, konstruiert mit 0 < o(f,g)< €‘. 

Die n-Simplexe von A lassen sich nach Alexandroff-Hopf [1], S. 550f. (Hilfssatz) 
in eine solche Reihenfolge a‘, ... ., a} bringen, daß jedes a” mit i< leine Seite a?" besitzt, 
‘die zugleich Seite eines a? mit j > ist. / wird Jetzt schrittweise auf a”, @3,....,ay_, koin- 
zidenzpunktfrei erklärt. 

Zur Konstruktion von f auf a” wird zunächst f auf alle (n — 1)-Simplexe von 
a® — at ', auf denen es noch nicht erklärt ist, mit O< o(f,g)< e,_, nach Hilfssatz 1 
fortgesetzt. Ein Punkt p € a” läßt sich so wählen, daß von p aus die Punkte von a”! ein- 
eindeutig auf alle Punkte von a* — a’ ' projiziert werden. Sei x,€ a? — a" und x, der 
Schnittpunkt von px, mit a}, '; x, der Punkt auf z,x, mit 2,2,:2,2, =U{0 <st<I1). 

Wegen d[g(a}) v f(a* — a} ')]< Tr’ liegt g(a) v f(a? — at ') ganz in einer der 
Umgebungen ®:< U; von WM”; U: werde durch 9; topologisch auf die n-dimensionale 
Einheitskugel &” mit dem Mittelpunkt o abgebildet. In $” ist o(p;f(x,), Pg(zo)) < Ö, 
für alle z,€ at —aı ' und o( giflz,), Yglaı)) < Ö,_, für alle x, ca) '. Jedem x,c a, ' 


> 


wird stetig eine Länge !(x,) zugeordnet mit 0 < l(x,) < ö,_, und !(z,) = |p!g(x,) 9 f(xı) 
für x, € a®"'. Mit I(x,) = | pg(x,) pflzo) |, 20€ ad — ar ',wird f(2.),0 <t< 1, definiert 


dureh 


>» 


x, 
Ar (1-1) Yig(z) f(x) - 


>» >» 


oY;f(xı) = oyYig(x.) + 





Wegen d, < % und ö, ,< } liegen alle diese Vektoren noch ganz in $". Dadurch 
ist: / stetig auf a? fortgesetzt mit O< o(f,g) < ge}, und auf af ' ist o(f,g)< &)_.- 

Ebenso wird f der Reihe nach auf a}, ..., a/'_, erklärt. 

Auf a} ist f jetzt gegeben mit 0 < o(f,g) < e,_,; daher ist f nach Hilfssatz 2 so 
über a/ fortsetzbar, daß die Behauptungen von Satz VIlla erfüllt sind. 

Für 4 7’ < «’ ist fauf A zu g homotop nach Hilfssatz 3. 

Ist A = M, also A leer, so folgt, wenn } 7’ < e gewählt wird, der 


Satz VIII. Zu jeder Abbildung g von M in Wr" (n = 2) und jedem e > gibt es 
eine zu g e-homotope Abbildung f, die höchstens einen Koinzidenzpunkt hat Dieser hat einen 
von Null verschiedenen Index. Mit anderen Worten: Für Deformationen und nZ=2 gül 
u=k. 


12) Vel. Alexandroff-Hopf [1], S. 189, wo der Ausdruck stark zusammenhängend gebraucht wird. 
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$ 6. Koinzidenzpunkt-Mindestzahlen von beliebigen Abbildungsklassen. 


Ist eine beliebige Abbildungsklasse gegeben, so läßt sich die Konstruktion eines 
Abbildungspaares mit «= k auf den Spezialfall der Deformationen zurückführen. Im 
folgenden Konstruktionsverfahren werden, von einem regulären Abbildungspaar aus- 
gehend, jeweils zwei zur gleichen Koinzidenzklasse gehörende Koinzidenzpunkte zu einem 


zusammengezogen. Dabei muß vorausgesetzt werden, daß die Dimension der Mannig- 
faltigkeit > 3 ist. 


Es sei also (f,, fs) ?) ein reguläres Abbildungspaar der gegebenen Abbildungsklasse; 
ein solches ist nach Satz II vorhanden. p und g seien zwei bei (f,, f,) zur gleichen Koinzi- 
denzklasse gehörende Koinzidenzpunkte. Es gibt somit einen Weg@ von p nach g, für den — 
mit &; = fi(E), i = 1, 2 — €, zu E, homotop ist. E kann so gewählt werden, daß er bis auf 
p und q koinzidenzpunktfrei ist. C habe die Parameterdarstellung c(£), 0 <£<1; es sei 
zur Kürze f;(c(£)) = c;(£) gesetzt. Dann gilt 


Hilfssatz 6. Es gibt zwei Abbildungen h;(&,n),i= 1,2, des Einheitsguadrates 
E=-WSESA1OSnSI} in M" (n23) mit 
hi (8,1) = ci(8) (stsi1;i=1,2), 
hı(£, 0) - hz(E, 0) (0 s E s 1), 


| h1(0, n) = ha(0, n) = fı(Pp) 
(All, n)=hll,n) = fı(q) 


(17) hl&,n) Fehlen) für +0,1,n+0. 


(<n<iı), 


Beweis. &, = {co(&), OSES1} sei eine Kurve von f,(p) nach /,(g), die zu E, 
und @, homotop ist, und A;(£,0) = c,(E) (i= 1,2). Dann gibt es sicher Funktionen 
h;(£, n), die alle Bedingungen außer (17) erfüllen "*). 


Sei B die Menge aller Punkte von E mit &=0, & = 1 oder n = 0. Man zerlege E 
simplizial so, daß 


dh;(a?) < $ e), für alle ae E 


ist und daß kein 1-Simplex mehr als eine Ecke mit E gemein hat, wenn es nicht ganz in E 
liegt. Dann hat kein 2-Simplex mehr als eine Kante mit E gemein. 


A bestehe aus allen abgeschlossenen 2-Simplexen von E, die wenigstens einen 
Koinzidenzpunkt von (A,, A.) enthalten. Auf A wird h, so zu hi abgeändert, daß (h}, h,) 
allen Bedingungen genügt. 


In A ist o(h,, hl) < &,; das läßt sich ebenso zeigen wie beim Beweis von Satz Ila. 
Auf A ist h, + h, außer für Punkte aus 2. 


Konstruktion von Ah}: Auf allen a®’e A wird Ah; beliebig mit 0 < o(hi!, h,) < e,, ge- 
wählt. Auf alle ae A mit a nB= 0 läßt sich ki dann nach Hilfssatz 1 stetig und 
koinzidenzpunktfrei mit o(hi, lg) < ei fortsetzen. Ist ae A und an B=+0, so be- 
steht a! n B aus genau einer Ecke a; a} sei die zweite Ecke von a!. Auf a) ist h/ bereits 
koinzidenzpunktfrei mit o(hi, h,) < e), erklärt. Da d[h!(a}) v h,(a!)] < r’ ist, liegt 


h (a3) u h2(a') 


13) Diese Bezeichnung ist hier bequemer als (f, 9). 


“) Dan 3, ist (h,,h,) eine Abbildung des Einheitsquadrates in eine Mannigfaltigkeit höherer Dimension; 
vergleiche die Anmerkung ®). 
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ganz in einer Umgebung ®; < U; aus M’" mit g; (u) = ft"; sei o der Mittelpunkt von st". 


Ist ze a! der Punkt mit ra):aa) = A (O<SASI), so sei h} bestimmt durch 
og;hı(r) = ogi;hs(x) + A yih,(a,) ph, (a;). 


> 





Dann liegen wegen | gih,(a,) pihi(a,) | < di < } alle diese Punkte g:hi(x) noch in w", 
Daher ist h, auf a! stetig, koinzidenzpunktfrei bis auf a/, und auf a! gilt o(hi, h,) <e/. 
Auf allen a! € A ist Ah} jetzt definiert. 

Ist ae Aunda?rn B = 0, so wird h’ über a? nach Hilfssatz 1 stetig und koinzidenz- 
punktfrei mit o(hi, h,) < &; fortgesetzt. Ist dagegen a n B +0, so kann a? mit B eine 
Ecke a‘) oder eine Kante a,, gemein haben. Sei im ersten Fall p = a}, im zweiten p ein 
beliebiger innerer Punkt von a). Im zweiten Fall wird a? durch eine topologische Abbhil- 
dung 9 auf eine Kreisscheibe abgebildet, im ersten Fall sei @ die Identität. Ist x, ein 
Punkt aus a? und x, der Punkt aus yagp mit ogp:gu,yp= Al SASIA), so 
wird durch 

op: hi(a;) = ogpihrl;) + A Yihzlz) Pihr(zo) 
h‘ so erklärt, daß (hi, h,) auf a? stetig und koinzidenzpunktfrei bis auf a? n B ist. Daher 
erfüllt (A/, h,) jetzt die Behauptungen von Hilfssatz 6. 

Hilfssatz 7. Es gibt einen zu E homotopen Weg C* von p nach q, so daß eine ab- 
geschlossene Umgebung U(C*) von C* in Mi", die koinzidenzpunktfrei bis auf p und gq ıst, 
durch eine topologische Abbildung y auf die e-Umgebung U(j; e) einer Strecke | im R" ab- 
gebildet werden kann mit p(C*) =]. 

Beweis. Eine Simplizialzerlegung M von Wi” werde so bestimmt, daß p und g im 
Inneren von n-Simplexen liegen. C* wird als doppelpunktfreier Streckenzug von p nach q 
gewählt, der bis auf p und g koinzidenzpunktfrei ist, alle O-, 1-,..., (n — 2)-Simplexe 
von M” meidet und bis auf endlich viele Punkte aus (n — 1)-Simplexen ganz im Inneren 
von n-Simplexen verläuft. Es ist leicht zu sehen, daß €* eine Umgebung der verlangten 
Art besitzt. 

Die Eigenschaft von p und g, durch € zur gleichen Koinzidenzklasse zu gehören, gilt 
auch für jede zu & homotope Kurve von p nach g, insbesondere für &*. Es werde (* 
wieder mit & bezeichnet. 

Für alle ze IE) und O<A<1 wird eine stetige Funktion s(z, A) mit Werten 
aus U(E) folgendermaßen definiert: Nach Hilfssatz 7 gibt es eine topologische Abbildung 9 
von U(E) auf U(f; e) mit p(E) =. Zu jedem Punkt z€ U(E) existiert eindeutig ein 2, € E 
so, daß o(9z, 9z,) minimal ist; dann sei s(z; A) der Punkt, für den ps(z, A) auf der Strecke 
p2 pz, liegt und 98 9%: 92 9%, = Aist (O<SASI1). Zu jedem Punkt ze U(E) — € ist 
dann z und A durch x = s(z, A) eindeutig bestimmt. Ist ze €, so ist A = (0), dagegen z 
nicht mehr eindeutig. Für x = s(z, A) sei &(x) die durch 

s(2, 0) = c(£(x)) 
erklärte stetige Funktion. — r’ wird so gewählt, daß 47’ < a’ ist. 
Hilfssatz 8. Es existieren ein zu (f,, fs) homotopes Abbildungspaar (g,, g) und eıne 
zusammenhängende Menge & < U(E) mit 
g = fi auf M — U(E), ı= 1,2, 
gı + 8 auf UlE) — G, 
(18) 981, 82) < &, auf ©. 
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Beweis. 1. Definition von (g,, 8) : U, (€) bestehe aus allen Punkten x 


mt O<SASH, und es sei 
hi(&(x), 2A) für ze U,(E) 
(s(z, 24 —1)) für ze u(E) — U ‚(C) 
für ze Mr — ue) P 


(19) g:(*) 
rn 
Dann ist g;(x) auf ganz M" stetig 
0,£= 1 oder n = 0 stets o(h,(E, n), hz(E, 7) 
ö 


2. Definition von &: Da für £ 
ist, gibt es ein dö mit 0 <öd<} so, daß 
» für 2<öd,&2>1—Ö oder 7n < 
y O0 so, daß 


(20) olh,(E, m), halE, n)) <4e, 
ist. Wegen der gleichmäßigen Stetigkeit von (f,, f,) auf M" gibt es weiter ein 
(21) (fı(@), fi(y)) < 4er für alle x, ye M" mit o(z,y) <y, i=1,2, 
gilt. Weiter gibt es ein A, = A,(y) > 0 mit der Eigenschaft: 
(22) Ist z,ye& & sowie „= 2,inz= s(z,, 4) und y = s(z,, 4,), 
0 <A,4, <A, so folgt o(z,y) <y. 
‚ für die £(x) <ö oder 


Sei u = Min (36, A,). Dann soll & aus allen ze U(E) bestehen 
(x) > 1 — 6 oder O0 <A< u ist. ® ist nach Konstruktion zusammenhängend 
3. Es ist g, homotop zu f;(i = 1,2): Sei für re €, r = s(z, A) und O Sa: 
l(E 21 + MM — 231 ür x 5 

de :(£&(2), 24 + 2(1 — 24) 0) für r € u, (6) | 
gi(z) für ze W— U (©)|. 
1 , schreiben als 


4) läßt sich nach (19) mit einem stetigen Parameter 7 = r(xr), O0 <Sr 
für re U(E) | 


2,(2, }) = I fi(stz, T)) 
Silt, 2 | g:() für ze M" — UE)| 


für re U(E) | 
für ze M — U(EC)|; 


Für Lso<si1 se 
fıls& + Mo —P(A— m) 


gi(T, 0) = a pen 
dies gibt den stetigen Übergang von g;(x, $) nach g;(r, 1) 
2 für0 <so<}] 


— f;(x). Ist x € €, so schließt sich 


für J so<si| 


—ö und usi sit. 


1 nach (19). 


s<Er<1 
I <is 


stetig an die eben definierte Homotopie an 
& ist gg + ge: In UlE) — © ist 


Daher folgt g, # 8 für u SA <S } aus (19) und (17), für 
5. In & ist o(g,, g) < &- Das ergibt sich wie folgt 
a) Si &<öoder£>1—d und O <SASIL. Dann ist für O SA 


und (20) stets o(g,(2), g.(2)) <%e, und für 3 <sA=<1 nach (19) 
1)), fh (s(z, 0))] + olfı (s(z, 0)), fa (s(z, 0))] 


4. Auf U(E) — 
<s } nach (19) 


elta) &(2)) S olfı (s(z, 24 — 
+ elf (s(z, 0)), fa (s(z, 22 — 1))]. 
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Da in & aber 24 —1 <24, —1 << 4, ist, gilt auch hier nach (20), (21) und (22) die Un- 
gleichung e (&1(2), 8.(2)) < &. 

b) Sid s&£si1—ÖdundO SAS u. Dann ergibt (19) wegen (20), da 24 < ö ist, 
e (8ı(2), 8.(2)) <4es- 

Somit ist Hilfssatz 8 in allen Teilen bewiesen. 


Hilfssatz 9. Es gibt ein zu (f,, fs) homotopes Abbildungspaar (f}, f,), das auf M* — U(E) 
mit (f,, fs) übereinstimmt und auf U(®) höchstens einen Koinzidenzpunkt hat. Dieser hat 
einen von Null verschiedenen Index. 


Beweis. Seien 


X eine abgeschlossene zusammenhängende Teilmenge von ®, die alle Koinzidenz- 
punkte von (g,, 8) in & enthält !5). & habe von M" — & den Abstand x > 0; 


M, eine x-Zerlegung von M"; 


A die Menge aller abgeschlossenen n-Simplexe von M,, die mit 8 wenigstens einen 
Punkt gemeinsam haben. 


Dann ist A<®, und A erfüllt die Voraussetzungen von Satz VIlla: A ist rein 
n-dimensional, und auf Aist 0 < o(g1, 8) <} ei, da Ä<@ und A zu & fremd ist. Um 
nachzuweisen, daß A n-dimensional zusammenhängend ist, genügt es zu zeigen (vgl. 
Alexandroff-Hopf [1], S. 402), daß die Menge A zusammenhängt. Da jedes abgeschlossene 
n-Simplex von A wenigstens einen Punkt mit der zusammenhängenden Menge 8< A ge- 
mein hat, ist dies aber sicher der Fall. Sei nun f, = g, auf M", ferner fi = g, auf M" — A. 
Dann ist (f}, 3) auf U(C) — A koinzidenzpunktfrei und f, läßt sich nach Satz VIIla so 
über A fortsetzen, daß dort höchstens ein Koinzidenzpunkt entsteht, der einen von Null 
verschiedenen Index hat. Auf A ist o(fi,g) <} r’ nach Satz VIIIa, nach (18) ferner 
0(g1, 8) < 4} r’, also o(g,, fi) <$ r’. Da $r’ s «@’ gewählt wurde und g, = fı auf M" — A 
ist, ist o(g,, fi) < «’ auf ganz M", daher g, nach Hilfssatz 3 zu fi homotop. Nach Hilfs- 
satz 8 ist (g,, 8) zu (fı, fa) homotop, also folgt die Behauptung. 


Aus Hilfssatz 9 folgt rasch der 


Satz IX (Mindestzahlen von Koinzidenzpunkten). Sei n > 3. Dann gibt es in jeder 
Abbildungsklasse {f,, f,} von M" in M’" Abbildungspaare, bei denen jede wesentliche Koinzi- 
denzklasse durch einen einzigen Koinzidenzpunkt vertreten ist und unwesentliche Koinzidenz- 
punkte nicht auftreten. 


Mit anderen Worten: Fürn Z3 ist u = k!®). 


Beweis. Sei (f,, fs) ein Abbildungspaar aus {f,, f.} mit möglichst kleiner Koinzidenz- 
zahl. Enthielte eine Koinzidenzklasse mehr als einen Koinzidenzpunkt, wäre also u > k, 
so ließen sich gegen die Voraussetzung nach Hilfssatz 9 zwei davon zu einem zusammen- 
ziehen. Da sich Koinzidenzpunkte vom Index Null beseitigen lassen (vgl. den Beweis von 
Hilfssatz 2), folgt u=k. 

Für n=2 ist die Gültigkeit von u —= k noch offen. Für n=4 läßt sich u = k 
leicht nachweisen, da die 1-Sphäre die einzige eindimensionale Mannigfaltigkeit ist und 
sich deren Abbildungsklassen explizit angeben lassen. 


15) Eine solche Menge existiert gemäß der Konstruktion von ©. 
16) Für den einfachen Fall, daß M’” eine n-Sphäre und folglich k = 0 oder k= 1 ist, findet sich ein Beweis 
dieses Satzes schon bei Hopf [3]. 
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$ 7. Reguläre Abbildungspaare mit vorgegebenen Koinzidenzpunkten. 


In $6 wurden Abbildungspaare konstruiert, die in jeder wesentlichen Koinzidenz- 
klasse nur einen Koinzidenzpunkt enthalten. Daß Urbild- und Bildpunkte dieser Koinzi- 
denzpunkte willkürlich vorgegeben werden können, zeigt der folgende Satz X, der zu- 
gleich den allgemeineren Fall beliebig vorgegebener regulärer Koinzidenzpunkte behandelt. 


Nach $ 4 sind Invarianten einer Abbildungsklasse {f, g} alle z(j), j= +1, + 2,..., 


und also auch die Anzahl der wesentlichen Koinzidenzklassen k = 58 z(j) und die alge- 
j=+1, +2... 
braische Koinzidenzzahl der Abbildungsklasse 7, ,, = &7 -2(j). Sucht man in der 
j=+1, +2 


Abbildungsklasse {f, g} nach einem regulären Abbildungspaar (f’, g’) mit vorgegebenen 
Koinzidenzpunkten, so müssen deren Indexe so gegeben sein, daß diese Invarianten ent- 
stehen. Diese Bedingung ist notwendig und hinreichend, wie Satz X zeigt. Zu seinem 
Beweis dienen die Hilfssätze 10 und 11. 


Hilfssatz 10. (f, g) sei ein reguläres Abbildungspaar von M in W" (nZ2) und gq 
ein Koinzidenzpunkt von (f, g) mit dem Index j(g). Weiter seien ganze Zahlen j; (A=1,..., |) 
I 
vorgeschrieben mit 3 jı = ](g). 
4i=1 

Dann gibt es ein zu (f, g) homotopes reguläres Abbildungspaar (f', g'), das außerhalb 
einer bis auf q bei (f, g) koinzidenzpunktfreien Umgebung U(g) mit (f, g) übereinstimmt und 
in U(g) genau l Koinzidenzpunkte mit den Indexen j; (A=1,...,l) hat. 

Beweis. Die Umgebung U(g) wird so gewählt, daß sie bis auf g bei (f, g) koinzidenz- 
punktfrei ist, dg(U(g)) < r’ und o(f,g) < e, auf U(g) ist und daß U(g) durch eine topo- 
logische Abbildung 9 auf das Innere einer n-dimensionalen Kugel 8” um den Mittelpunkt 
o = 9(g) abgebildet werden kann. ll(g) werde so orientiert, daß q in bezug auf ll(g) die 
Ordnung +1 hat. 


Wegen dg(U(g)) < r’ liegt g(U(g)) ganz in einer der Umgebungen ®;< U’ von 


M’"; das p;-Bild von U; sei die n-dimensionale Einheitskugel &’” mit dem Mittelpunkt o’. 


In U(g) werden ! Punkte q (A =141,...,l) festgelegt. Dann gibt es in U(g) Um- 
gebungen Q, von Q., die paarweise fremd und 9-!-Bilder von abgeschlossenen n-dimen- 
sionalen Kugeln $, aus 8” mit den Mittelpunkten »(g,) sind. Sie werden so orientiert, 
daß jedes g; bezüglich 8, die Ordnung + 1 hat. 

h sei die bei der Definition des Index erklärte Abbildung von U(g) in eine (n — 1)- 
dimensionale Sphäre &"-! um den Mittelpunkt 0’ von $&’" mit dem Abbildungsgrad j(g). 


Jedes 2, läßt sich mit dem Abbildungsgrad j, in diese ©"-! abbilden (vgl. Alexandroff- 
Hopf [1], S.512, Satz III); auch diese Abbildungen werden mit h bezeichnet. Da 
1 ı 


I(q) = F ]ı ist, wird Ulg) — 5%, durch h mit dem Abbildungsgrad 0 in die ©*-! ab- 
i=1 4i=1 


2 ı 
gebildet, die Abbildung Ah ist also auf U(g) — 2 ®, erweiterbar (vgl. Alexandroff-Hopf 
i=1 


[4], S. 501, Satz II). 
Die Abbildung g = g’ bleibe fest, f wird zu f’ abgeändert: Auf M” — U(g) sei f' = f. 


Jedem Punkt x € Udg) — 5%, wird stetig ein l(z) mit 0 < l(x) < ö/ so zugeordnet, 
A 


daß (2) = | $. f(x) yig(a) | auf Ug) — EB ist. Dann sei f’ auf U(g) — 5 2, dadureh 
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bestimmt, daß »„;g(x) vf(e) parallel zu o’h() ist und die Länge /!(z) hat. Wegen 
l(z) < ö,, liegen alle f(x) noch in U!, und es ist o(f’,g) <}r’. 

Ist x, € Q,, so sei x jetzt der Punkt, für den g„(z) auf „(q,) (2) liegt und 
(x) p(9): 9(z,) ya) =sist (Ss S 1). Dann sei f’(x) bestimmt durch- 


0" le) = Miele) +5: wigleo) Allan) 
f' hat auf ®, genau den Koinzidenzpunkt g,; mit dem Index j,, und es ist dort 
o(f,g) <4r. Auf Mr EB ist (f’,g) koinzidenzpunktfrei. Nun wird r’ zusätzlich 


so klein gewählt, daß }r’ < «' ist. Auf Ulg) ist o(f,g) <e, und olf',g) < Hr’, also 
o(f,f) <!$r. Da auf M" — Ul(g) überall f = f’ ist, ist stets o(f, f) <«’, also nach 
Hilfssatz 3 f zu f’ homotop. 

Somit erfüllt (f’, g’) die Forderungen von Hilfssatz 10. 


Hilfssatz 11. (f, g) sei ein reguläres Abbildungspaar von M" in WM" (n = 2) und g ein 
Koinzidenzpunkt von (f,g) vom Index j(q) mit dem Bildpunkt f(g) = g(q) = g’. Weiter 
seien ein beliebiger Punkt pe M" und ein beliebiger Punkt p’ € M’" vorgegeben. p sei nicht 
Koinzidenzpunkt von (f, g). 

Dann gibt es ein zu (f, g) homotopes reguläres Abbildungspaar (f',g'), das in q 
koinzidenzpunktfrei ist, in p einen Koinzidenzpunkt vom Index j(g) mit dem Bildpunkt 
f(p) =g'(p) = p’ besitzt und in allen anderen Koinzidenzpunkten mit (f, g) überein- 
stimmt"). 

Beweis. Nach Hilfssatz 7 gibt es einen Weg € von g nach p mit einer Umgebung 
U(E) in M", die bis auf g bei (f,g) koinzidenzpunktfrei ist und durch eine topologische 
Abbildung 9 auf die e-Umgebung U(j; e) einer Strecke j im R" abgebildet werden kann; 
dabei ist p(E) =j. Der Weg € habe die Parameterdarstellung {c(t), O0 <t <A} mit 
c(0) =g und ec(l) =p. 

Für jedes 0 <t < 1 wird wie folgt eine topologische Abbildung y, von U(E) auf 
sich definiert: 


Für z=ci{t) sei yı(x) = c(0) = g. 


Ist x =#clt), so gibt es ein eindeutig bestimmtes x, € U(E) so, daß go(x) auf 
pc (t) o(z,) liegt. Ist 9(x) vie): 9(%,) ) p(e(t)) = =r(0 <r<si1), so sei y,(x) der Punkt, 
für den Pyı(z) auf PLg) Plxo) liegt und Pyıla) P(g): Plzo) Pl) = r ist. 


Ebenso werden nach Hilfssatz 7 ein Weg €’ von g’ nach p’ und eine Umgebung 
U’(E’) in M’" gewählt, die durch eine topologische Abbildung 9’ auf U(f; e) abgebildet 
wird. Für 0 <t < 1 wird eine topologische Abbildung y/ von W’(€’) auf sich wie eben 


definiert. 
Sei für O0 st s1 und ze U(E) 
| ha) = wlw (a), gıla) = vw (@); 
auf M” — U(E) sei (fı, g:) = (f, g) für alle 0 < ts 1. So wird eine Homotopie erklärt, die 
(fo, 80) = (f, g) in ein Abbildungspaar (f,, g,) = (f’,g’) von der verlangten Art überführt. 
Da nur der Koinzidenzpunkt g abgeändert wurde und die algebraische Koinzidenz- 
zahl homotopieinvariant: ist, muß auch p den Index j(g) haben. Damit ist Hilfssatz 11 
bewiesen. 


7) Ein entsprechender Satz über Fixpunkte wurde von J. Weier bewiesen, vgl. [10]. 
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Aus diesen beiden Hilfssätzen folgt leicht der 


Satz X. Gegeben sei ein Abbildungspaar (f, g) von M* in Wr (n = 3) mit k wesent- 
lichen Koinzidenzklassen f, der algebraischen Koinzidenzzahlen j(f,; f,g) (=1,...,k), 


k 
so daß also 3 j(b,; f,g) = Iy.n ist. 
v=1 


Dann gibt es ein zu (f, g) homotopes Abbildungspaar (f',g’), das in jeder Klasse f, 
endlich viele in M" vorgegebene paarweise verschiedene Punkte p,, als Koinzidenzpunkte 


und ebenso viele in WM’ vorgegebene Punkte p;, — die auch teilweise oder ganz zusammen- 
fallen können — als Bildpunkte hat, und zwar mit den unter der Bedingung 


Z1j(p;,) > Ib; f; 8) 
vorgegebenen Indexen j(p;,). 


Beweis. Sei (f’’,g’') ein zu (f,g) homotopes Abbildungspaar, für das k = u gilt; 
es habe die Koinzidenzpunkte g, mit den Indexen j(f,; /,g) (r=1,...,%). Dann läßt 
sich nach Hilfssatz 10 zunächst jeder Koinzidenzpunkt g, aufspalten in eine beliebige 
endliche Anzahl von Koinzidenzpunkten q,, mit unter der Bedingung & j(q;,) = /(b; /, 8) 


'y 


vorgegebenen Indexen. Hilfssatz 11 ermöglicht es, jeden Koinzidenzpunkt g, unter Fest- 
haltung seines Index nach p,;, zu verschieben und ihm den Bildpunkt p;, zuzuordnen. 
Das so entstehende Abbildungspaar (f’, g’) erfüllt alle Forderungen von Satz X. 


Für M = M" und g(x) = g’(x) = x ergibt sich ein entsprechender Satz über Fix- 
punkte. Der Beweis läßt sich analog führen ; beim Beweis von Hilfssatz 11 ist U(E)=U’(€’) 
und „ = (0 sts 1) zu wählen. 
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Gelöste und ungelöste Fragen 
über Basen der natürlichen Zahlenreihe. 1. 
Von Alfred Stöhr in Göttingen. 
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$ 1. Definitionen. 


3 sei die Menge aller nichtnegativen ganzen Zahlen. Teilmengen von 3 (und nur 
diese) bezeichnen wir als Zahlenmengen. 8 sei eine Zahlenmenge. Die Anzahlfunktion #(n) 
ist fürn > O0 als Anzahl derde B mit O<b < n definiert. Wir reservieren große deutsche 
Buchstaben für Zahlenmengen und bezeichnen deren Anzahlfunktionen mit dem ent- 
sprechenden großen lateinischen Buchstaben. 

h sei eine natürliche Zahl. AB sei die Menge aller Zahlen, die sich als Summe von Ah 
Summanden aus ® schreiben lassen; unter 08 werde die nur aus der Zahl 0 bestehende 
Menge verstanden. ® heißt eine Basis h-ter Ordnung, wenn AB = 8 ist. (Dazu ist jedenfalls 
0€ B und 1 € B notwendig.) ® heißt eine Basis k-ter Ordnung im Großen oder eine asymp- 
totische Basis h-ter Ordnung, wenn es ein N so gibt, daß hB alle natürlichen Zahlen > N 
umfaßt. 

B sei eine Basis A-ter Ordnung. Wir setzen 


h 
ßı = fin B(n)/Vn, 


lim B(n)/Vn, 


n=1,2,.. 


h 
B, = fin B(n)/Vn, 
n=1,82,... 
wobei wir für Ba, FR auch den Wert oozulassen. Offenbar ist 0 < ß ıS B. s B; s B.- Mit »,(h), 
va(h), vz(h), v4(h) bezeichnen wir bezüglich die unteren Grenzen von Bı B,, Ba, Bu wenn ®B 
alle Basen k-ter Ordnung durchläuft. Selbstverständlich ist 0 <» (h) <»;,(h) <»,(h) <v;(h). 
Alle diese vier Größen werden sich als endlich und positiv herausstellen. Wir werden 
v,(h) = h"'* beweisen. Die Bestimmung oder wenigstens Abschätzung der drei anderen 
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Größen, vor allem die von »,(h) und v,(h), scheint mir eine wichtige Aufgabe der Theorie 
der Basen zu sein. (v,(h) und »,(k) haben m. E. nicht die gleiche Bedeutung wie »,(h) 
h 


und »,(h), da der Quotient B(n)/] 'n doch etwas willkürlich gebildet ist. Man erhält eine 


h 
ziemlich gleichberechtigte Fragestellung, wenn man in den obigen Definitionen B(n)/y n 
durch (B(n) + const)/y(n) ersetzt, wo const eine fest gewählte Zahl und y(n) eine fest 
h 


gewählte Funktion mit y(n)/Yn—A für n — oo ist. Diese Änderung kann ß,, B,, v,(h), 
y‚(h), nicht aber & Ba, va(h), v3(h) beeinflussen.) 

Ist h’ > h, so ist jede Basis h-ter Ordnung zugleich eine Basis h’-ter Ordnung. ® 
heißt eine Basis endlicher Ordnung, wenn es eine natürliche Zahl h so gibt, daß ® eine 
Basis h-ter Ordnung ist. In diesem Falle heiße h, die genaue Ordnung von ®, wenn ® 
zwar eine Basis h,-ter Ordnung, aber keine Basis (h, — 1)-ter Ordnung ist. — ® heißt 
eine Basis endlicher Ordnung im Großen, wenn es eine natürliche Zahl h so gibt, daß ® 
eine Basis h-ter Ordnung im Großen ist. 

Es sei noch angemerkt, daß die Menge aller Zahlenmengen, also die Menge aller 
Teilmengen von 3 bekanntlich die Mächtigkeit x des Kontinuums hat. Es gibt nur eine 
einzige Basis ® erster Ordnung, nämlich B = 3. Dagegen hat für h Z2 die Menge der 
Basen mit der genauen Ordnung h die Mächtigkeit x des Kontinuums. 

Beweis. B* sei die aus den Zahlen 0, 1 und allen natürlichen Zahlen b > h bestehende 
Zahlenmenge; ®** sei die aus der 0 und allen natürlichen Zahlen b = 1 (mod h) bestehende 
Zahlenmenge. Wie unmittelbar ersichtlich, sind ®* und ®** Basen mit der genauen 
Ordnung A. Folglich ist auch jede Zahlenmenge B mit B**< B< B* eine Basis mit der 
genauen Ordnung Ah. Da für kh > 2 bereits die Menge aller dieser ®B die Mächtigkeit x, 
also die Mächtigkeit der Menge aller Zahlenmengen hat, folgt die Behauptung. 

Begriff und Benennung ‚‚Basis‘‘ gehen wohl auf Schnirelmann ([8]'), insbes. S. 615) 
zurück; jedoch weicht die von ihm gegebene Definition inhaltlich etwas von den oben- 
genannten, heute gebräuchlichen Definitionen ab. Wir wollen die Schnirelmannschen 
Basen hier als $S-Basen bezeichnen. Ihre Definition lautet: Eine Zahlenmenge ® heißt 
eine S-Basis, wenn es zwei natürliche Zahlen c und m so gibt, daß jede durch c teil- 
bare natürliche Zahl als Summe von höchstens m Zahlen aus ® darstellbar ist. — In 
$8 wird auseinandergesetzt, wie sich der Begriff der $-Basis zu den anderen Basis- 
begriffen verhält. 

Es seien noch einige gebräuchliche Definitionen zusammengestellt: Ist A eine 


J 


PEIERE 


N=|1 
Dichte oder asymptotische Dichte genannt). Sind X und ® Zahlenmengen, so wird unter 
ihrer Summe A\ + 8 = € die Menge aller Zahlen c verstanden, die in der Formc=a-+-b, 
aeWA,be® darstellbar sind. Das obige hB ist der Spezialfall B+B+ "+8 mit h 
gleichen Summanden, — Auch diese Begriffe gehen (zwar nicht ihrem genauen Inhalt, 
jedoch dem Wesen der Sache nach) auf Schnirelmann [7], [8] zurück. 

Im folgenden soll über einige typische Fragestellungen aus der Theorie der Basen 
berichtet werden. Bei dieser Gelegenheit werden einige neue Sätze bewiesen, und es werden 
einige Fragen aufgeworfen, deren Lösung mir nicht bekannt ist, aber für die Weiter- 
führung der Theorie von Interesse zu sein scheint. 


ı) Eckige Klammern beziehen sich auf das Literaturverzeichnis am Schluß von Teil II dieser Arbeit 
(erscheint im nächsten Heft). 
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$ 2. Abschätzungen nach unten. 

B sei eine Basis h-ter Ordnung. Dann ist (Rohrbach [5]) 
() Fer zn+. 

Beweis. Jede der n+1 Zahlen 0,1,...,r ist Summe von h Zahlen aus B. Diese 
Summanden sind selbst alle < n. In ® gibt es genau B(n) + 1 derartige Zahlen (nämlich 
die B(n) Zahlen beB mit O<b<n sowie die 0). Aus B(n) +1 Summanden lassen 
sich aber höchstens w .. 
die Anzahl der Kombinationen mit Wiederholung von m + 1 Elementen zur h-ten Klasse 
m-+h 

h 
Anmerkung. (1) läßt sich offenbar folgendermaßen verallgemeinern: /st VEN, 


sind l und n natürliche Zahlen und ist IX = €, so ist 
m, WR) > C(n) +1. 


Zur Abschätzung von »,(h) verwenden wir den 


verschiedene Summen von je k Summanden bilden (der n 


ist | 


). Daraus folgt die behauptete Ungleichung (1). 


Hilfssatz. Für x = 1 und jede natürliche Zahl h ist (” ” ') <shaAa+l. 


Beweis. Für 21,121 ist 
(d—1)24+) (+) = (ld) +lll—i)et+4cH+l 
s(t—1) +1) + +l= le +1), 


+1 Iz+1 
I (—A)z!-ı +1’ 
z+h\_ 7 x+l 2 Iz!+1 ir. 2 
| h )-,a ı Talk -Nerr+l =he+l, 


w. z. b. w. (Übrigens gilt Gleichheit genau dann, wenn k = 1 oder x = 1 ist.) 
Für n > 1 ist nun wegen 1 € ® jedenfalls B(n) > 1, also nach dem Hilfssatz 


em +Mznt 


hB(n)* +1 =( 5 


Bin) > Yn/Yh, 


h 
ßı = fin B(n)/Yn>h""*, 
n=1,2,... 
(2) s(h)>h'*. 
v,(h), va(h), v;(h), vs(h) sind also nicht gleich Null. 
Für »,(h) erhalten wir aus (1) wie folgt eine bessere Abschätzung: 


(B(n) + h)® _ (B(n) +h 
u ’ a =( h )an+1>n, 


h h 
B(n) +h>yYh!yn, 


h h 
ß, = lim B(n)/Yn > Yh!, 


n=1,2,... 


h 
v.(h) > Yhl. 
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Durch feinere Betrachtungen hat Rohrbach [5] für k = 2 und genügend großes n 
die Ungleichung 0,4992 B(n)?> n bewiesen, also 


2 RE 
= lim B(n)/Yn 2 - 
BE ERBE 0,4992 


1 
> 

(4) (2) > 0,4992’ 

was etwas besser ist als (3). Die Methode von Rohrbach besteht darin, das Intervall von 0 
bis n in acht Teilintervalle zu unterteilen, für die Anzahl der Elemente von ® in allen 
diesen Teilintervallen Ungleichungen aufzustellen und diese miteinander zu kombinieren. 
Es ist zu vermuten, daß sich durch ein weiteres Verfolgen der Methode die Ungleichung (4) 
noch verschärfen läßt (Rohrbach a. a. O.), und daß sich auf diese Weise auch (3) für jedes 
h= 2 verschärfen läßt. Jedoch werden die diesbezüglichen Rechnungen umfangreich 
und unübersichtlich. 

Für v,(h) gilt die Ungleichung 


’ 


h 


(5) v.(h) > YhV/T(A +A/h). 


(Das Symbol im Nenner bedeutet die Eulersche Gammafunktion /'(x) = f t°-1e-tdt.) 


Beweis?). ® sei eine fest gewählte Basis h-ter Ordnung, N eine fest gewählte natür- 
liche Zahl. Wenn es dazu eine (von ® und N abhängige) positive Konstante x mit 


(6) B(n) < xn'* fürallen>N 


gibt, so werden wir 
h 


(7) #» > Yhl/T(A + 1/h) 


zeigen. .Aus (7) folgt dann sofort, da Bs mit fin x bei festem ® übereinstimmt: 


h h 
(8) ßs = lim B(n)/Yn > Yh!/T(1 + 1/h) 
”=1,2,... 
für jede Basis ® von k-ter Ordnung, d.h. es folgt (5). 
Wegen der Basiseigenschaft von ® ist jede ganze Zahl z > 0 in der Gestalt 


(9) zb) LH® L...+90 (9,59, ...,dW ec 9) 
darstellbar. Für jede natürliche Zahl n setzen wir abkürzend B(n) = k und bezeichnen 
mit m = m(n) die Anzahl der z mit 1 Sz <n, die nicht in der Gestalt (9) mit der 
Nebenbedingung 

(10) N sb) <b9 <..-<p 


darstellbar sind. Wir schätzen m nach oben ab: m S m, + m,, wo m, die Anzahl der z 
miti <z<n ist, die nicht in der Gestalt (9) mit der Nebenbedingung b‘'’ < b< - » -< b'" 
darstellbar sind, und wo m, die Anzahl derzmiti <z < n ist, die nicht in der Gestalt (9) 
mit der Nebenbedingung N < b") <b®9) <-.-< 5b® darstellbar sind. m, kann weiter 
durch 


k+h k+i 
(14) m, <( t )—( : 


2) Auf Grund einer Bemerkung von Herrn C. L. Siegel konnte ich meinen ursprünglichen (mit Potenzreihen 
arbeitenden) komplizierteren Beweis in der hier mitgeteilten Form vereinfachen. Ein Teil der am Ende des folgenden 
Beweises gemachten Schlüsse wurde bereits von Hurwitz [15] und Kempner [17] benutzt, um nachzuweisen, daß 
nicht jede nichtnegative ganze Zahl, sondern asymptotisch höchstens ein gewisser Bruchteil dieser Zahlen als Summe 
von h h-ten Potenzen nichtnegativer ganzer Zahlen dargestellt werden kann. 


6* 
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abgeschätzt werden, denn aus den k +41 Summanden beB mit O<b<n lassen sich 
( +h 


h 
sich ( M : 
ist offenbar ein Polynom höchstens (k—1)-ten Grades in k mit Koeffizienten, die nur 
von h abhängen. m, läßt sich durch 

(12) m; <SN :(k +1)*-ı 
abschätzen, denn die rechte Seite dieser Abschätzung ist die Anzahl der Summen 
b) +59 +---+59, wo 5") die N Werte 0,1,..., N—1 durchläuft und 5®,..., 5» 
unabhängig je die k+1 Zahlen bse® mit O<b<n durchlaufen. In (12) ist die rechte 
Seite ein Polynom (k— 1)-ten Grades in k mit Koeffizienten, die nur von h und N ab- 
hängen. Für n 21 ist k 2 1; die Größe m kann also für n > 1 insgesamt durch 

m<c-k-1=c- B(n)-! 

abgeschätzt werden, wo c eine nur von h und N abhängige Konstante ist. Trägt man hier 
auf der rechten Seite für B(n) die Abschätzung (6) ein, so folgt 

(13) m<sceA'ni-Um, 


formal verschiedene Summen von k Summanden bilden; unter diesen befinden 


Summen mit lauter verschiedenen Summanden. Die rechte Seite von (11) 


Nun ist bei Summation über alle Summen (9) mit der Nebenbedingung (10) 


n—m<s 


Indem man in den Summen 5) + --- +5 die h paarweise verschiedenen Summanden 
auf alle A! Arten permutiert und dann auf die Forderung b) <b®9 <.-.<5® ver- 
zichtet, erhält man 
(14) 
il)... MeB 
Nsol),..,Nnsoh) 

Seien nun, =0 <b,<b,;,< ::- die der Größe nach geordneten Zahlen aus B; dann ist 
für b, Z N wegen (6) v» = B(b,) < xb!*, also db, > »*x-. In der Summationsbedingung 
von (14) ersetzen wir nun jedes als ein 5, ..., 5® vorkommende b, durch »* x-*. Die An- 
zahl der Summanden auf der rechten Seite von (14) wird jedenfalls nicht verringert, wenn 
wir über alle nichtnegativen ganzen Zahlen »,,...,„», mit Wa" + + Aut <h 


summieren. Das gibt 
h!(n—m) s 


oder nach leichter Umformung 


i ! 
Für n — oo strebt hier wegen (13) die linke Seite gegen Eh die rechte Seite strebt gegen 


den Flächeninhalt desjenigen Gebiets & im (x,,...,2,)-Raum, das durch die Un- 
gleichungen # + +<s1, ,20,..,.%>0 abgegrenzt wird, also gegen 


I 
fe: - + day = I®(1 + 1/h). Mithin gilt = < T»(1 + 1/h), also (7). 
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Anmerkung. (8) gilt auch für solche Zahlenmengen B, die nur Basen h-ter Ordnung, 
im Großen sind. Enthält nämlich kB alle natürlichen Zahlen > M, so ist offenbar die 
Vereinigungsmenge von ® mit der endlichen Menge {0,1,2,..., M} eine Basis h-ter 
Ordnung. Für diese Vereinigungsmenge gilt also (8). Da aber die Aussage (8) wegen ihrer 
asymptotischen Natur durch ein Weglassen endlich vieler Elemente der Zahlenmenge 
nicht beeinflußt wird, gilt sie auch für ®. 

Im Anschluß an (4) und (5) sei die Frage aufgeworfen, ob sogar 


h 


v.(h) > Yhl/T(1 +A/h) 


$ 3. Abschätzungen nach oben. 


Abschätzungen von »,(h), v3(h), v3(h), v(h) nach oben lassen sich durch Kon- 
struktion von Basen ® gewinnen, für die man 5 B,, B,, Bi berechnen oder wenigstens 
nach oben abschätzen kann. 

Eine Abschätzung von »,(h) nach oben ergibt sich durch Betrachtung der speziellen 
Basis h-ter Ordnung, die aus den Zahlen 0, 1 sowie allen natürlichen Zahlen > h besteht; 


für diese Basis B ist 
h h h 


fin B(n)/Vn < B(h)/Yh =A/Yh. 
sl... 
Folglich ist v,(kh) < h "'*. Der Vergleich mit (2) liefert das in der Einleitung angekündigte 
Ergebnis v,(h) = h""*. 

Das Problem, Basen A-ter Ordnung zu konstruieren, die in irgendeinem Sinne 
„wenig‘‘ Zahlen enthalten, wurde wohl erstmalig in einer Vorlesung von I. Schur®) und 
in anschließenden Diskussionen seiner Hörer aufgestellt und schließlich unter Benutzung 
von Zifferndarstellungen*) behandelt. Rohrbach [5] zeigte dann: Es gibt zu jeder natür- 

l 


lichen Zahl A und zu jedem e>0 eine Basis ® von h-ter Ordnung mit B(n)<n" 
für alle hinreichend großen n. Raikov [4] und ich [9] gaben dann unabhängig voneinander 
das ‚gleiche Beispiel einer Basis h-ter Ordnung mit B(n)=0O(n'”), also mit endlichen 


B,, Ba, B,, ß, an, für welches ich in einer nt Arbeit [10] 


mit 
(15) 

bewies. Es ist also 
(16) 


Pr Ausgewählte Kapitel der additiven Zahlentheorie; gehalten in Berlin im Sommersemester 1935. 

4) Für die Konstruktion von basisartigen Mengen für die Menge aller ganzen Zahlen wurde ein ähnliches Ver- 
fahren von Lindenbaum [45] benutzt; vgl. die Ausführungen im folgenden $ 12a). In anderem Zusammenhange 
wurden Zahlenmengen, die sich in einem Zahlensystem unter ausschließlicher Verwendung einer Teilmenge von 
Ziffern schreiben lassen, sowie deren Anzahlfunktion bereits früher betrachtet: A. J. Kempner, A curious convergent 
series, Amer. Math. Monthley 21 (1914), p. 48—50; Problem 207 ibid. p. 55; Solution (Nr. 207) by L. O’Shaughnessy 
ibid. p. 307—308. Vgl. auch [42], p. 119. — Transzendenzfragen, die mit den erzeugenden Funktionen solcher Zahlen- 
mengen zusammenhängen, untersuchte K. Mahler, On the generating function of the integers with a missing digit, 
Journ. Indian math. Soc., n. Ser. 15 (1951), 33—40 [auch in chinesischer Sprache in der Zeitschrift K’o Hsuch (Science ) 
29 (1947), 265—267]. 
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Die etwas unhandliche Größe (15) läßt sich durch 


2 h h 
De + A _I-h 
(17) "<jggV? Vyi—2-Ah 


abschätzen. Für die gleiche Basis 8 gilt für unendlich viele n 


(18) Bin)/Yn<h 
(Stöhr [9]); also ist dafür B, < < h und folglich 

(19) v,(h)<h. 
(18) und (19) entsprechen einem Ergebnis, das Rohrbach [5] für Abschnitte der natür- 
lichen Zahlenreihe gewonnen hatte (vgl. den folgenden Paragraphen). 


Ein grundsätzlich anderes Konstruktionsverfahren für Basen h-ter Ordnung mit 
B(n) = O(n!'") stammt von Chatrovsky [1]. Er gewinnt für seine Basen eine Abschätzung. 


Bin) <64 h(h—1) An!" 


wo A eine große natürliche Zahl ist. Die daraus folgende Abschätzung von ßı (und damit 
von »,(h)) nach oben ist nicht so gut wie (16). 

Zur Beurteilung der Schärfe der gewonnenen Ergebnisse arsch bemerkenswert, 
daß die rechten Seiten von (3), (5), (15), (17) für große h die gleiche Größenordnung 
besitzen, denn für k — oo ist quotientenasymptotisch 


ya h 
“rarım” = > 0,3678 h, 


2 
v2 Vi-3= Ahm gioga 7 < 1,062 h. 


$ 4. Abschnittsbasen. 


hziundn > O0 seien gegebene ganze Zahlen. Mit Rohrbach [5] führen wir folgende 
Definitionen ein, die sich auf endliche Abschnitte von 3 beziehen: Eine Teilmenge B 
der Zahlen 0, 1,...,n heiße eine Abschnittsbasis k-ter Ordnung für n, wenn alle Zahlen 
0,1,...,rin h® liegen. Unter einer Abschnittsminimalbasis h-ter Ordnung für n wird 
eine Abschnittsbasis h-ter Ordnung für n mit kleinstmöglicher Elementeanzahl ver- 
standen. Die Anzahl der von O0 verschiedenen Zahlen in einer Abschnittsminimalbasis 
h-ter Ordnung für n werde mit k,(rn) bezeichnet). 

Natürlich existiert k,(n) und kann für gegebenes h und r in endlich vielen Schritten 
gefunden werden. Beispielsweise ist k,(n)=n; k,(0)=0, k,(1) = k,(2) =1, k,(3) 
—= k,(4) = 2, k,(5) = k,(6) = k,(7) = k,(8) = 3, k,(9) = 4; allgemein ist k,(0) = 0, 
k(l)= "= kılh) = 1, ku(h +1) = 2. Ein expliziter Ansärsck für k,(n) (bei festem h 
und variablem n) ist für kein h > 2 bekannt. 

Für n >21 ist - 

(20) kuin—1) <kıln) Sku(in—1) +1. 


5) So wurde definiert, um mit der im $1 definierten Anzahlfunktion in Einklang zu bleiben. Rohrbach [5] 
zählt abweichend davon die in jeder Basis als Element vorhandene Null bei der Anzahlberechnung mit; sein k ent- 
spricht also unserem k + 1. — Die von Rohrbach benutzten Worte „Basis‘‘ und „Minimalbasis‘ habe ich hier mit 
Rücksicht auf die übrigen Paragraphen durch „Abschnittsbasis‘‘ und „Abschnittsminimalbasis‘“ ersetzt. 
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Die erste dieser Ungleichungen folgt daraus, daß jede Abschnittsbasis h-ter Ordnung 
für n nach Weglassen des vielleicht darin enthaltenen Elements n eine Abschnittsbasis 
h-ter Ordnung für n—1 ist. Die zweite der Ungleichungen folgt daraus, daß jede Ab- 
schnittsbasis k-ter Ordnung für n— 1 nach Hinzufügen der Zahl n eine Abschnittsbasis 
h-ter Ordnung für n ist. 

Abschätzungen der Funktion k,(n) gibt Rohrbach [5]. Zwischen den Abschätzungen 
von k,(n) nach unten und oben klaffen ähnliche Lücken wie zwischen den in $2 und $3 
mitgeteilten Abschätzungen. 

Die Untersuchung von k,(n) kann auf die Untersuchung einer anderen Funktion 
zurückgeführt werden. Seien nämlich h und k vorgegebene natürliche Zahlen. n,(k) sei 
die größte Zahl n, zu der es eine aus k +1 Zahlen 


(21) „a l<a, ml <a << 


bestehende Menge X so gibt, daß jede der Zahlen 0, 1,..., n als Summe von k Summanden 
aus A dargestellt werden kann (Rohrbach [5]) ®). 

Die Funktion n,(k) hat die Monotonieeigenschaften n,(k +1) >n.(k) sowie 
Ny+1(k) > nı(k) für k > 1. Sie ist in gewisser Weise die Umkehrfunktion von k,(n); denn 
ist 709 = Ny(ko), SO ist Ayln,) = ko, Kulm +1) = Mb+ 1. 

Eine Menge A von Zahlen (21) heiße eine zu Ah, k gehörige extremale Abschnitts- 
basis, wenn jede der Zahlen 0,1,...,n,(k) als Summe von k Summanden aus W dar- 
gestellt werden kann, mit anderen Worten, wenn WX eine Abschnittsminimalbasis Ah-ter 
Ordnung für n,(k) ist. Für eine extremale Abschnittsbasis muß n,(k) > a, gelten. Denn 
wäre n,(k) < a;, so ersetze man in W die Zahl a, durch die (sicher nicht in X liegende) 
Zahl n,(k) + 1. Die durch diese Ersetzung aus W entstehende Menge A hätte dann die 
Eigenschaft, daß 0,4,...,n,(k) +1 als Summen von k Summanden aus A darstellbar 
sind, was der Extremaleigenschaft von n,(k) widerspricht. Ferner müssen für jede extre- 
male Abschnittsbasis A die Ungleichungen 


(22) a, <Sha,, +1 für Isa“ sk 


gelten. Wäre nämlich ,>b=ha,-, +1 für en x mit 1<x=<k, so wäre 5b nicht 
Summe von h Summanden aus W; denn da alle solchen Summanden selbst < b, also 
< a,, also < a,_, sein müßten, könnte die Summe von h solchen Summanden höchstens 
den Wert ha,_, = b—1 ergeben. Also wäre n,(k) <b<.a,< a,, was der oben bewie- 
senen Ungleichung n,(k) > a, widerspricht. — Da es nun bei gegebenem h und k nur 
endlich viele Mengen von Zahlen (21) mit der Eigenschaft (22) gibt, so kann man n,(k) 
und alle zugehörigen extremalen Abschnittsbasen immer durch Durchprobieren dieser 
endlich vielen Mengen ermitteln. 

Offenbar ist n,(1) = h; die einzige zugehörige extremale Abschnittsbasis ist 
A = {0,1}. Ferner ist n,(k) = k; die einzige zugehörige extremale Abschnittsbasis ist 
A = {0,1,...,k}. Wir wollen noch 


(23) n„(2 


Frasä hh 


beweisen und alle zugehörigen extremalen Abschnittsbasen bestimmen. Sei dazu V die aus 
den Zahlen 0,1,a bestehende Menge, wobei mit Rücksicht auf (21), (22) sogleich 


6) n„(k) existiert, da die n mit der genannten Eigenschaft offenbar eine gemeinsame obere Schranke besitzen. — 
Man kann für die Definition folgende Einkleidung geben: k Arten von Münzen sollen auf passende ganzzahlige Beträge 
VON @y, @y, . . ., a, Mark lautend so geprägt werden, daß man jeden Betrag von 0, 1,...,n,(k) Mark unter Verwendung 
von höchstens h dieser Münzen bezahlen kann; dabei soll n,(k) maximal sein. 
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1<ash+1 vorausgesetzt werde. Jede Zahl z mit O<z <s(h—a+3)a—2 ist als 
Summe von h Summanden aus W darstellbar (man wähle | Summanden gleich a, die 
übrigen gleich 1 oder gleich 0), die Zahl (k— a +3) a—1 dagegen nicht (denn da sie 
— 1 (mod a) ist, müßten dafür mindestens a— 1 der Summanden gleich 1 sein, also 
höchstens A — a + 1 der Summanden gleich a sein; es ist aber 
(hk—a+1)a+la—1)-1<(h—a+3)a—1. 
Also ist das gesuchte n,(k) gleich dem größten Wert, den 
M+6h+1 ([ h+3 


(h—a+3)a—2 tz (a j 


bei passend gewähltem a annehmen kann. Dazu muß die ganze Zahl a möglichst nahe 
an +2 gewählt werden. Im Falle 2 + h gibt es also genau eine extremale Abschnitts- 


2 
2 l 
basis, nämlich 10 1, n T 3 ‚und es ist n,(2) = ne er . Im Falle 2/k gibt es genau 


zwei extremale Abschnittsbasen, nämlich ?0,1, ar * und 10 1, * + ie 


h?+6h 
4 


‚ und es ist 


n,(2) = . In jedem Falle gilt (23). 


Weitere explizite, unendlich viele Fälle umfassende Ausdrücke für n,(k) sind an- 
scheinend nicht bekannt. Durch systematisches Probieren habe ich noch ermittelt: 


k n,.(k) | extremales A 





8 
12 
16 
15 
24 
26 











Somit haben wir folgende 


Tabelle einiger Werte von n,(k): 
k= 





4 8 12 16 
1. 49.24 
10* 26 

5 14 





In den mit * bezeichneten Fällen gibt es je genau zwei zugehörige extremale Abschnitts- 
basen, in den übrigen in der Tabelle aufgeführten Fällen je genau eine. Ob es für ein 
Wertepaar h, k mehr als zwei extremale Abschnittsbasen geben kann, ist nicht bekannt. 

Darüber hinaus kennt man für n,(k) nur Abschätzungen. Nach oben kann man 
(wie in $ 2, (1)) abschätzen 


nk) +1 < wir (Rohrbach [5]). 
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Nach unten kann man durch Konstruktion geeigneter Beispiele 


h 
| zeigen?). Für k — oo und festes k hat man somit 
(25) ES m(k) SE +0) 
Ra u ; 
Für k = 2 vermutete Rohrbach [5] 


n,(k) = 


. k\h 
(24) nk) > (3) für h>21,k21 


ua 
4 
was bisher weder bewiesen noch widerlegt ist. 

Wenn X nicht groß gegen A ist, ist die Abschätzung (24) uninteressant. Man erhält 
dann wie folgt schärfere Abschätzungen: Sik>1,g>21,h2>,*. Dann hat 


A = (0,1,g +1, g+1)%,...,(g+1)*-2} 


die Eigenschaft, daß alle Zahlen z mit 0 <z=< (g + 1)* als Summen von k Summanden 
aus A darstellbar sind. Stellt man nämlich z < (g + 1)* im Zahlensystem der Grundzahl 
g+i1 dar: 


= + E+D + EM + +1 +" mit O<SgSg, 
so kann man dies als eine Darstellung von z als Summe von 9 +8, +'''-+g,_, nicht- 
verschwindenden Summanden aus X auffassen; dabei st ,+gı +'''+&-ı Sgk<sh. 


Ferner kann man (g+1)= (g+1)"-!+---+(g+1)*-" als Summe von g-+i 
Summanden aus X darstellen, und wegenk>A1 ist g<gk <h, also g-+1 s h. Somit ist 


(26) n(k)S(g+i1* für A>1,gz2i1,hzgk, 


also beispielsweise 


+0(k), 


n.(k) > 2* für k>1; 
daraus folgt wegen der Monotonieeigenschaften von n,(k) 
n„(k) 2 2"i% für min (h,k)>4, 


was für h> n besser ist als (24). Ist > k und nimmt man g = : , so erhält man aus (26) 


n,(k) >(\} +) für h>k>1 


oder etwas abgeschwächt 


Diese Abschätzung gilt sogar für alle kA > 1,k = 1 (denn in den Fällen, in denen sie hier 
noch nicht bewiesen wurde, ist sie trivial); sie bildet ein merkwürdiges Gegenstück zu (24), 
bei dem %k und k vertauscht erscheinen. — Es wäre interessant zu wissen, wie weit man 
diese Abschätzungen von n,(k) nach unten unter Heranziehung der feineren Abschnitts- 
basiskonstruktion von Rohrbach [5] (a. a.O. Satz 8) bei schärfster Ausnutzung aller 
dabei gebotenen Möglichkeiten verbessern kann; bei der Herleitung von (26) und der 
daraus gezogenen Folgerungen wurde ziemlich roh vorgegangen. 


?) Im wesentlichen nach Rohrbach [5], Formel (70). Der dort gegebene Beweis gilt jedoch zunächst nur für 
k>hz 3; außerdem ist zu beachten, daß der Buchstabe k bei uns eine etwas andere Bedeutung hat. Man kann aber 
(24) auch für k > h = 2 nach der gleichen Methode beweisen (wobei im Beweis lediglich einige > durch > zu ersetzen 
sind), und für1<sksh sowie für h = 1 ist (24) überhaupt trivial. 


Journal für Mathematik. Bd. 194. Heft 1—4 ‘ 
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Die bisher bekannten Beispiele erwecken übrigens den Eindruck, daß n,(k) und 
n,(h) ungefähr gleich groß sind. Jedoch ist, wie bereits die obige Tabelle zeigt, nicht 
etwa immer n,(k) = n;{h). 

Aus (25) folgt, daß für jedes feste h die vier Größen 


fi ka{n) <s lim ka{n) < lim kan) < fin kr(n) 
n=1,2,... Yn n=1,2,... Yn n=1,2,... Vn 18... Vn 


endlich sind. Die erste dieser Größen ist, wie leicht erkennbar, gleich »,(h); setzt man 
den dafür in $ 3 gefundenen Wert ein, so erhält man 


fin kı{n) —hh, 


Vn 
Die übrigen Größen sind bisher nicht explizit bekannt. Es gilt jedoch der 
Satz. lim ka{n) — »,(h). 


n=1,2,... Yn 


h 
Beweis. h sei fest gewählt; es werde lim kıln)/Vn = u gesetzt. 2,,N2,... (in inf.) 
ww)... 


sei eine so rasch anwachsende Folge natürlicher Zahlen, daß n, > n!*} füri >1 ist; über- 


im H-1l 
h 
dies sei diese Folge so ausgewählt, daß lim k,(n,)/Vn, = u ist. {a = 0, a, ..., an} 
i=1,2.... E 
sei eine Abschnittsbasis h-ter Ordnung für n,. Wir konstruieren eine Folge von end- 
lichen Zahlenmengen 8, <®,<-'- (in inf). Dabei sei B, = {an ,a,..„auln) 
Sei nun i>41. Wir nehmen an, daß ®,_, bereits definiert sei und daß ®,_, eine Ab- 
schnittsbasis h-ter Ordnung für n,_, sei. Dann definieren wir ®; als die Vereinigungsmenge 


B; Rn B;-ı vw {n,._.ı + 8, N;_ı +2, ... hn,_, +h—1} 
vfn_ı+ + a, +1 + al), Hm, +1 + and}: 


Dieses B; ist eine Abschnittsbasis A-ter Ordnung für n,. Sei nämlich 0 <Sz<.n;; wir 
haben dann zeh®B, nachzuweisen. Wir unterscheiden die Fälle (I) O<sz=<n,,, 
(IH) n,_,+1<sz<shn_,+h—1, (Il) hn,_,+hsz<=so.. Im Falle I ist zehB;_, 
nach der Induktionsvoraussetzung, also wegen ®B;_, <®B; auch ze hB;. Im Falle II ist 
2 € B,, also wegen Ve B,_, < B,;auchze hB;. Im Falle III setzen wirz=hn, , +h-+2'. 
Dann it O<2’<z<n,, also ist 2’ = a) +.+..4+ aj,) und folglich 


zen tt) + Hm tt ta)ERB,. 


h 
Die Anzahl der in ®; enthaltenen positiven Zahlen wird durch hn;-,+h-+ kı(n,) (das 
ist die Anzahl aller natürlichen Zahlen < khn,_, + h—1 vermehrt um die Anzahl der 
Zahlen aus {nn ,+1+@,...m;-ı+1+aß),}) nach oben abgeschätzt. ® sei die 
Vereinigungsmenge aller Mengen der Folge B,<B,<::- (in inf... Dann ist ® eine 
Basis A-ter Ordnung. Ferner ist B(n,) gleich der Anzahl der positiven Zahlen aus ®,, 


‚ 1 
also ist B(n) <hn, , +h+k,(n). Wegen n > n;*; folgt B(n,) < k,(m) + olns“i) 
Man hat daher 


1 
k ol si) 
te 7 u >, 


n=1,2,... Vn i=1,2,... Vn, i=1,2.... Vn, i=1,2,... Vn, 
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Ist andererseits ® irgendeine Basis h-ter Ordnung, so ist trivialerweise B(n) > k,(n) 
(vergl. auch Formel (27) des folgenden Paragraphen) und folglich 


h h 
ß,= lim B(n)/Yn> lim ky(n)/Yn= u 


n=1,2,... n=1,2,... 
für jede Basis A-ter Ordnung; daher ist auch »,(h) > u. Also ist v,(h) = u wie behauptet. 


Aus der für jede Basis ® von A-ter Ordnung geltenden trivialen Abschätzung 
B(n) 2 k,(n) folgen ferner die Ungleichungen 


h h 
lim ky(n)/Vn < »;(h) und fin kuln)/Yn < »,(h). 


n=1,2,... n=1,2,... 


Es ist nicht bekannt, ob in diesen Ungleichungen das Gleichheitszeichen gilt. Aus (25) 


h 
folgt (ku(n) —1)<h- Vn für jedes n >, also 


im An) —, 
”=1,2,... Yn 
was für h > 2 besser ist als die für v;(h) bewiesene Abschätzung (16). — Man darf viel- 
h 


leicht vermuten, daß lim kıln)/Vn existiert (vergl. $.12). 
- 1,2 


n=1,2,... 


$ 5. Zum Begriff der Minimalbasis. 


Wir kehren wieder zu den Basen A-ter Ordnung (im Sinne von $$ 1 bis 3, also für 
die unendliche Zahlenmenge 3) zurück. Die Aufgabe, gute Abschätzungen für »,;(h), 
vs(h), v,(h) nach oben zu finden, führt dazu, solche Basen oder Folgen von Basen zu 
suchen, für die die Anzahlfunktion B(n) in irgendeinem Sinne besonders klein ist. Im 
Zusammenhang damit wurde die Bezeichnung ‚‚Minimalbasis‘‘ geprägt. In der Literatur 
ist die Verwendung des Wortes ‚„‚Minimalbasis‘‘ nicht einheitlich. 

Die Bedeutung der in $4 betrachteten Funktion k,(n) für die Abschätzung von 
Basen zeigt folgende Aussage: Durchläuft ® alle Basen h-ter Ordnung und ist n fest 
gewählt, so ist 


(27) min B(n) = k,(n). 
N 


Der Beweis von (27) ergibt sich daraus, daß aus jeder Basis ® von A-ter Ordnung durch 
Weglassen aller darin enthaltenen Zahlen > n eine Abschnittsbasis ® von h-ter Ordnung 


für n entsteht, und daß jede Abschnittsbasis ® von h-ter Ordnung für n durch Hinzufügen 
aller natürlichen Zahlen > n zu einer Basis ® von k-ter Ordnung wird. 


Im folgenden sollen einige Versuche, den Begriff der ‚‚Minimalbasis‘‘ zu präzisieren, 
kritisch betrachtet werden. Von den folgenden Definitionen 1 bis 5 fordert jede weniger 
als die ihr vorangehende: 

Definition 1. Eine Basis ® von A-ter Ordnung heißt Minimalbasis erster Art, wenn 
für jede Basis ® von h-ter Ordnung und jedes n > 0 die Ungleichung B(n) < B(n) gilt. 

Definition 2. Eine Basis B von h-ter Ordnung heißt Minimalbasis zweiter Art, wenn 
es ein N so gibt, daß für jede Basis ® von h-ter Ordnung und für n > N die Ungleichung 
B(n) < B(n) gilt. 
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Definition 3. Eine Basis ® von k-ter Ordnung heißt Minimalbasis dritter Art, wenn 
es zu jeder Basis ® von h-ter Ordnung ein N so gibt, daß für n> N die Ungleichung 
B(n) <s B(n) gilt. (In Definition 3 darf N von 8 abhängen, in Definition 2 nicht.) 

Definition 4. Eine Basis ® von h-ter Ordnung heißt Minimalbasis vierter Art, wenn 
es unendlich viele (nur von ® abhängende) Zahlen n so gibt, daß für jede Basis 3 von 
h-ter Ordnung die Ungleichung B(n) <s Bin) gilt. 

Definition 5. Eine Basis ® von h-ter Ordnung heißt Minimalbasis fünfter Art, wenn 
für jede Basis ® von h-ter Ordnung für unendlich viele n die Ungleichung B(n) < B(n) 
gilt. (Die Zahlen n dürfen hier von ® und ® abhängen.) 

Etwas mehr als Definition 5 fordert 

Definition 6. Eine Basis ® von A-ter Ordnung heißt Minimalbasis sechster Art, 
wenn für jede davon verschiedene Basis ® von h-ter Ordnung für unendlich viele n die 
Ungleichung B(n) < Bin) gilt (so in etwas anderer Formulierung bei Rohrbach [6)]). 

Noch weniger als Definition 5 fordert 

Definition 7. Eine Basis ® von Ah-ter Ordnung heißt Minimalbasis siebenter Art, 
wenn keine echte Teilmenge von ® eine Basis k-ter Ordnung ist. 

Einen gänzlich andern Weg beschreitet 

Definition 8. Eine Basis 'k-ter Ordnung heißt Minimalbasis achter Art, wenn 
B(n) = O(n!!*) ist (Chatrovsky [1)). 

Die zunächst vielleicht besonders naheliegend scheinende Definition 1 ist bedeu- 
tungslos, denn eine Minimalbasis erster Art existiert für kein h 2. 


Beweis. ®B, sei die Zahlenmenge, die aus der Null und allen natürlichen Zahlen 
= 1 (mod h) besteht; offenbar ist das eine Basis h-ter Ordnung. ® sei eine Minimalbasis 
erster Art. Ich gewinne einen Widerspruch dadurch, daß ich sowohl 8 = 8, als auch 
B + B, nachweisen werde. Zum Beweis von ® = 3, genügt es, für jedes ganze m > 0 
nachzuweisen, daß die Zahlen <1 + mhin ® und in ®, übereinstimmen. Letzteres sieht 
man induktiv ein: Für m = 0 ist es richtig und für m sei es bewiesen. Wäre eine Zahl n 
aus dem Intervall 1+mh<n<(m-+I1)khin ® enthalten, so wäre 

B((m +4) h) > B,((m +1) h) 
gegen die Minimaldefinition von ®. Also stimmen ® und ®, in allen Zahlen 
<S (m +1) h überein. Da nun einerseits alle Zahlen be 8 mit b<1 -+(m +1) h entweder 
0 oder = 1 (mod h) sind, andererseits aber wegen der Basiseigenschaft von ® die Zahl 
1+(m-+1)h eine Summe von h Summanden be sein muß, so ist 1+(m-+A)heB, 
d.h. die Induktionsbehauptung ist auch für m +1 richtig. — Um dagegen B+B, 
für h > 2 nachzuweisen, genügt die Feststellung, daß (nach den in $ 3 referierten Ergeb- 
nissen) für spezielle Basen k-ter Ordnung, also wegen der Minimaldefinition sicher auch 


für ® die Abschätzung B(n) = O(n!!*) gilt, während B,(n) = .- nn: - +14 kein O (n!!*) ist. 


Falls es eine Minimalbasis ® zweiter Art gibt, wäre nach (27) für n > N jedenfalls 
B(n) = k,(n), also (vgl. (20)) 
ne®B, falls Aln)—kıln—i)=1, 
neB, falls kuln)— kı(n—1) = 0. 
Falls es eine Minimalbasis ® vierter Art gibt, müßte für jedes in Definition 4 auf- 
tretende n wegen (27) 





B(n) = kı(n) 
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gelten. ® hätte also die Eigenschaft, daß für unendlich viele n die Menge der be 8 mit 
b<n eine Abschnittsminimalbasis h-ter Ordnung für n bildet. Umgekehrt wäre jede 
Zahlenmenge ® mit der letztgenannten Eigenschaft eine Minimalbasis vierter Art. 

Für die Minimalbasen zweiter bis sechster Art ist für A > 2 in keinem Falle die 
Frage nach ihrer Existenz oder Eindeutigkeit oder nach dem etwaigen Zusammenfallen 
einiger dieser Minimalbasisbegriffe beantwortet. Eine Klärung wenigstens der Existenz- 
frage erscheint wünschenswert, bevor man von einer der obigen Definitionen weiteren 
Gebrauch macht. — Eine weitere ungelöste Frage ist: Gilt für k > 2 für jede Minimal- 
basis ® vierter, fünfter oder sechster Art (falls eine solche existiert) die Abschätzung 
B(n) = O(n!!*)? Daß sich eine solche Frage nicht sogleich trivial beantwortet, zeigt, wie 
wenig in den Definitionen 4 bis 6 eigentlich verlangt wird. 

Für Minimalbasen siebenter Art gilt ein 

Existenzsatz. In jeder Basis ®, von h-ter Ordnung ist mindestens eine Minimalbasis 
h-ter Ordnung siebenter Art als Teilmenge enthalten. 

Beweis. ®, sei eine Basis h-ter Ordnung. Wir konstruieren von ®, ausgehend eine 
(endliche oder unendliche) Folge von Basen h-ter Ordnung B,>8,>::'. Es sei B,„ 
bereits konstruiert. Entweder ist ®,„ eine Minimalbasis siebenter Art; dann brechen wir die 
Folge mit diesem Gliede ab. Oder es gibt ein b € ®,„ so, daß die durch Weglassen von b aus 
8. entstehende Menge ®,„ — {b} eine Basis h-ter Ordnung ist; dann sei b„ das kleinste der- 
artige b, und wir setzen B,„+, = ®„ — {b„}- Man sieht nun leicht, daß der Durchschnitt ® 
aller Glieder der endlichen oder unendlichen Folge 8, > 8, > : : - sowohl Teilmenge von 8, 
als auch Minimalbasis k-ter Ordnung siebenter Art ist. 

Anmerkung. Dieser Beweis überträgt sich nicht auf Basen im Großen. Die Fragen 
bleiben offen, ob es eine (analog zu Definition 7 zu definierende) Minimalbasis h-ter 
Ordnung siebenter Art im Großen gibt und ob jede Basis k-ter Ordnung im Großen eine 
solche Minimalbasis als Teilmenge enthält. 

Über die Anzahlfunktion sagt die Minimalbasiseigenschaft siebenter Art so gut 
wie nichts aus. Es gibt sogar zu jedem h eine Minimalbasis h-ter Ordnung siebenter Art 
mit positiver Dichte, nämlich die bereits oben betrachtete Zahlenmenge ®,, die aus der 
Null und allen natürlichen Zahlen = 1 (mod k) besteht. — In Anknüpfung an die Mächtig- 
keitsaussage von $ 1 kann man die Frage stellen, welche Mächtigkeit für k > 2 die Menge 
aller Minimalbasen h-ter Ordnung siebenter Art besitzt. 

Für Minimalbasen achter Art ist ebenfalls die Existenz bewiesen (vgl. $ 3). Jedoch 
ist dabei der ursprüngliche Sinn des Minimalbasisbegriffs völlig aufgegeben; die Minimal- 
eigenschaft bezieht sich hier auf den Exponenten in der O-Abschätzung. 

Einen gewissen Ersatz für die Frage nach einer Minimalbasis liefert die durch $ 2 
und $3 nahegelegte Aufgabe: Man konstruiere eine Basis ® von Ah-ter Ordnung mit 
ß; = »v,(h) oder, falls eine solche nicht existiert, man konstruiere eine unendliche Folge 
30, 9®,... von Basen h-ter Ordnung so, daß die zugehörige Folge Pl, PP,... gegen 
v,(h) strebt. Vermutlich erledigt sich diese Aufgabe zugleich mit der Bestimmung von »;(h). 


$ 6. Rekurrente Basen. 


q sei eine natürliche Zahl. Eine Zahlenmenge X heiße rein periodisch mit der Periode 
q, wenn sie aus allen nichtnegativen Zahlen besteht, die gewissen vorgegebenen Rest- 
klassen mod g angehören. Eine Zahlenmenge X heiße periodisch mit der Periode g, wenn 
sie sich von einer rein periodischen Zahlenmenge mit der Periode g nur um endlich viele 
(hinzugefügte und weggelassene) Zahlen unterscheidet. Anders ausgedrückt: W ist perio- 
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disch mit der Periode g, wenn es ein s so gibt, daß au a >2s,a >s,a = a’ (mod g), 
ae die Aussage a’ EA folgt. Jedes derartige s heiße eine Periodizitätsschranke für 
U. — Alle Perioden einer periodischen Zahlenmenge 4 sind die positiven ganzzahligen 
Vielfachen der kleinsten Periode von X. Ist s eine Periodizitätsschranke für A, so kommt 
der Zahl s diese Eigenschaft bezüglich jeder Periode von X zu. Die rein periodischen 
Zahlenmengen sind genau die periodischen Zahlenmengen mit der Periodizitätsschranke 0. 
Eine periodische Zahlenmenge enthält entweder nur endlich viele Zahlen, oder sie besitzt 
eine positive Dichte im Großen. — Da sich periodische Zahlenmengen in ihren für die addi- 
tive Zahlentheorie in Betracht kommenden Eigenschaften oft gut überblicken lassen, er- 
geben sie eine wichtige Klasse von Beispielen für additive Probleme und sind häufig für 
diesen Zweck verwendet worden. Beispiele von periodischen Basen und Basen im Großen 
gab Dickson [2]. — Für die Angabe periodischer Zahlenmengen bedienen wir uns gelegent- 


lich folgender abkürzenden Bezeichnung: W = {a,,...,@, @+1,- - -, 2; (mod g)} soll heißen, 
FREE ar 
daß A aus den Zahlen a,,...,a, sowie aus allen Zahlen a,,, +mg,...,a+mg mit 


m 0 besteht. — Statt periodisch wird auch die Bezeichnung rational für derartige 
Zahlenmengen benutzt (Volkmann -Ostmann). 


Konstruktion. h sei eine gegebene natürliche Zahl, M sei eine gegebene Zahlenmenge 
(die auch leer sein darf). Dann konstruieren wir für n = 0,1,2,... (in inf.) induktiv 
je eine endliche Zahlenmenge 8,, ®}, B.,. . . wie folgt: ®, sei die aus der Zahl O be- 
stehende Zahlenmenge. ®„-, sei bereits definiert. Falls mindestens einer der beiden 
folgenden Fälle vorliegt 


a) neM, 
ß) nehB,.-ı 


so definieren wir ®,„ als die Menge, die aus ®,„-, durch Hinzufügen der Zahl n entsteht. 
Liegt jedoch keiner der Fälle «), $) vor, so definieren wir ®B, = B,„-,. (Jedenfalls ist 
also B„ > B„-,, und B,„ ist eine Abschnittsbasis h-ter Ordnung für n.) Die Vereinigungs- 
menge ®B aller B,, B,, Ba, - - . ist offenbar eine Basis h-ter Ordnung. Wir nennen sie die 
zu M gehörige rekurrente Basis h-ter Ordnung?). 


Die konstruierte rekurrente Basis ® ist durch folgende Eigenschaften eindeutig 
gekennzeichnet: 

I. 8 ist eine Basis h-ter Ordnung, 
II. ® enthält die Zahlenmenge M, 

III. (Minimaleigenschaft) Ist n eine natürliche Zahl, so gilt für jede Basis B von 
h-ter Ordnung, die die Eigenschaften I und II besitzt und für die B(z) = B@) für alle 
zmit O0 <z<n ist, die Ungleichung B(n) < Bin). 

Das Konstruktionsverfahren wurde aufgestellt in der Hoffnung, daß die an sich 
ziemlich schwache Minimaleigenschaft III wenigstens bei passender Wahl von M irgend- 
welche belangreicheren Minimaleigenschaften von ® nach sich ziehen möge. Bildet man 
sich jedoch einfache Beispiele, indem man von speziell gewählten endlichen Zahlen- 


mengen M ausgeht, so sieht man sich in dieser Hoffnung getäuscht, da die rekurrenten 
Basen ® dann oftmals periodisch werden. Einige solche Beispiele mögen hier Platz finden: 


8) Dies Konstruktionsverfahren wurde in Spezialfällen sowie mit einigen Abwandlungen bereits von Dickson [2] 
verwendet. Es ähnelt dem Verfahren, das in $5 für den Existenzbeweis vonjMinimalbasen siebenter Art benutzt 
wurde, wenn man dort von ®, = 3 ausgeht. — Ist bereits M eine Basis h-ter Ordnung, so liefert unser Verfahren 
B=-M. 
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Die leere Menge M liefert die Menge ® = {0, 1 (mod h)}?). Dieselbe Menge B ergibt 

sich, wenn M nur Zahlen = 1 (mod h) enthält. — Für die folgenden Beispiele ist durchweg 
— 2 angenommen!!®). 

Es kann vorkommen, daß oberhalb der Periodizitätsschranke nur eine Restklasse 
mod q auftritt: 

M = {2} liefert ® = {0, 1,2 (mod 3)}, (Dickson [2]); 
= {2,4} liefert ® = {0, 1, 2, 4 (mod 3)}; 
= {2, 4,8} liefert ® = {0,1,2,4,7,8 (mod 5}; 
= {2, 4, 8, 16} liefert ® = {0, 1,2, 4,7, 8, 13 (mod 3)}; 
— {4,5, 7} liefert ® = {0, 1, 3, 4, 5, 7 (mod 6)}; 

M = {1,2,...,%k} liefert 8 = {0,1,2,..,.%—1,k(modk-+1)} (dies Beispiel 
zeigt zugleich, daß die Dichte von ® eine beliebig kleine positive Zahl sein kann). 

Die Periode kann ziemlich groß sein: 

M = {2k} liefert B = {0,1,3,...,2k— 1, 2%k,4k +1,4k +3,...,6k— 1 (mod 6k)} 


(wobei die Punkte die ungeraden Zahlen des betr. Intervalls andeuten; für k>2 ist 
6% die kleinste Periode; für k = 1 ist dagegen 3 die kleinste Periode); 


M — {4, 12} liefert B = {0, 1, 3, 4, 9, 11, 12, 17, 19, 25, 27, 32 (mod 28)}; 

M = {4, 8, 10, 16} liefert ® = {0, 1,3, 4,8, 10, 15, 16, 21,27, 33, 38, 40, 45, 47, 52, 58 
(mod 48)}. je | 

Die kleinste Periodizitätsschranke s kann erheblich kleiner sein als die größte 
Zahl von M: 

M = {4,18} liefert B = {0, 1,3, 4, 9, 11, 16, 18 (mod 12)} mit s = 10 (die Zahl 
18 kann hier in M nicht gestrichen werden, ohne B zu ändern). 

Sie kann aber auch erheblich größer sein: 

M = {4, 10, 16} liefert mit s = 31 

B = {0, 1, 3, 4, 6, 10, 15, 16, 23, 28, 35, 37, 42, 49, 54, 61, 66, 68 (mod 38)}. 


Wenn man von einer endlichen Zahlenmenge M ausgeht, deren größte Zahl wir im 
folgenden mit m bezeichnen wollen, und wenn man bei der numerischen Durchführung 
der rekursiven Konstruktion von ® vermutet, daß sich eine periodische Zahlenmenge ® 
mit der Periode q und mit einer Periodizitätsschranke s ergibt (wobei sogleich s > m 
gewählt sei), so läßt sich diese Vermutung stets nach einer im voraus angebbaren, nur 
von h,g, s abhängigen endlichen Anzahl von Rechenschritten beweisen oder widerlegen, 
wie aus folgender Betrachtung hervorgeht: Wir sagen «® hat die Eigenschaft E(n) », 
wenn aus s<b<sn,s<sb’ <n,b=b’(modg),be®B die Aussage b’ EB folgt. B ist 
also genau dann periodisch mit der Periode g und der Periodizitätsschranke s, wenn ® 
für jedes n die Eigenschaft E(n) hat. Wir beweisen folgendes 


Kriterium. Wenn ® die Eigenschaft E(h(s +9) —1) hat, so hat ® die Eigenschaft 
E(n) für jedes n. 

Den Beweis führen wir induktiv. Es sein > h(s +g), und ® habe die Eigenschaft 
E(n —1). Dann zeigen wir, daß ® auch die Eigenschaft E(n) hat. Esist n > n—q2s>m. 


®) Das ist genau die in $5 mit ®, bezeichnete Zahlenmenge. 

10) Die rekursive Konstruktion läßt sich für A = 2, soweit nicht allzu große Zahlen in Betracht kommen, in 
jedem Spezialfall ohne große Mühe durchführen, indem man zwei entgegengesetzt orientierte Zahlengeraden auf zwei 
gegeneinander verschiebbare Papierstreifen zeichnet und auf diesen die Zahlen aus M sowie die der Reihe nach be- 
stimmten Zahlen aus ® markiert. 
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Es genügt nun nachzuweisen, daß aus n & B die Aussage n —q €: ® folgt und umgekehrt. 
n&® ist äquivalent mit 
n=b,+b,+'' +5] 

(28) EB für 1Si<sh 
b,<n für 1Sısh|. 


Ohne Beschränkung der Allgemeinheit sei 
(29) b,2b,2'.' 2b. 
Dann folgt As +)sn=b, +" +b,shb,alsos+g sb, sn —1, also db, —geB 


nach der Induktionsvoraussetzung. Ferner ist ds; Sn —b, £n—(s+g9)<n—gq für 
2<sish. Man hat also 

gm b,—)+b+'''+b 

bi —gEB, bEeB für 2Sısh 

b,—q<n—g, bb<n—g für 2Si<shl, 


(30) 


was mit n— g€ ® äquivalent ist. — Sei andererseits n —q € ®, also (30) erfüllt, wobei 
ohne Beschränkung der Allgemeinheit wieder (29) angenommen werde. Dann folgt wegen 
der Induktionsvoraussetzung aus b), — ge ®B die Aussage b, € ®B; es folgt also (28), d.h. 
es gilt n& 8. 

Eine obere Abschätzung der kleinsten Periode oder der kleinsten Periodizitäts- 
schranke durch eine nur von m abhängende Zahl ist mir jedoch nicht bekannt. Es ent- 
stehen folgende ungelöste Fragen, von deren Beantwortung ich mir eine vertiefte Ein- 
sicht in das Wesen der Basen versprechen würde: 

Frage 1. Gibt es ein A und eine endliche Zahlenmenge M so, daß die zugehörige 
rekurrente Basis ® nicht periodisch ist ? 

Mir ist kein Beispiel einer Zahl A und einer endlichen Zahlenmenge M bekannt, 
das ein nicht periodisches ® vermuten läßt. 

Frage 2. Falls Frage 1 bejaht wird, gilt dann für die Anzahlfunktion der betreffenden 
rekurrenten Basis B(n) = o(n) oder sogar B(n) = O(n!'*) ? 

Die Konstruktion rekurrenter Basen kann man so abändern, daß man nur Basen 
h-ter Ordnung im Großen konstruiert. Seien zwei natürliche Zahlen a, k sowie eine Zahlen- 
menge M gegeben; es sei 0 € M. Man setze dann ®,_, gleich der Menge der Zahlen m e M 
mitm <sa—i.Istn>a und ist ®,_, bereits definiert, so definieren wir ®, wie bei 
der obigen Konstruktion. Die Vereinigungsmenge ® von B,, ®,_.,. - - (in inf.) besitzt 
die Eigenschaft, daß AB alle natürlichen Zahlen > a enthält; wir nennen sie die zu M 
und a gehörige rekurrente Basis h-ter Ordnung im Großen ''). 

Die rekurrenten Basen im Großen haben entsprechende Eigenschaften und bieten 
entsprechende Probleme wie die rekurrenten Basen. Man kann auch für sie wieder die 
Fragen 1 und 2 aufwerfen. — Folgendes Beispiel ist interessant: 

M = {0, 1,4, 9,16, 25), a= 25, h= 2 liefert 

® = {0, 1,4, 9, 16, 25, 27, 30, 33, 35, 38, 40, 45, 48, 53, 59, 74, 77, 79, 82, 87, 100, 
105, 108, 111, 113, 123, 126, 128, 131, 134, 152, 157, 160, 162, 165, 175, 180, 183, 186, 194, 
201, 204, 206, 209, 212, 214, 235, 238, 240, 243, 248, 255, 258, 261, 266, ....}. 

Mir ist nicht bekannt, ob dieses ® periodisch ist. Soweit die Rechnung durchgeführt 
ist, ist keine Periodizität erkennbar. Vielleicht ist also die Frage 1 hier zu bejahen. 


ı) Natürlich erhält man aus ® eine Basis A-ter Ordnung, wenn man zu ® nachträglich die Zahlen 1, 2,..., a 
oder eine geeignete Teilmenge dieser Zahlen hinzufügt. 
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Die obigen Konstruktionen besitzen ein wichtiges Analogon. Ersetzt man « Summe 
von h Summanden » durch « Produkt von beliebig vielen Faktoren », so erhält man 
unter anderem folgende Konstruktion: ®, sei die aus der Zahl 1 bestehende Menge. Sei 
n > und sei ®,_, bereits definiert. Wenn dann n nicht als Produkt von beliebig vielen 
Faktoren aus ®,_, darstellbar ist, so setzen wir ®, gleich der Menge, die aus ®, , durch 
Hinzufügen der Zahl n entsteht; anderenfalls setzen wir ®, = ®,_,. Schließlich bilden 
wir die Vereinigungsmenge ® von ®,, Ba, - - - (in inf.). — Das so konstruierte ® wird 
offenbar genau die aus der Zahl 1 und allen Primzahlen bestehende Zahlenmenge. 

Dies regt dazu an, bei den rekurrenten Basen nach analogen Eigenschaften zu 
fragen, die man bei der Reihe der Primzahlen zu betrachten pflegt, beispielsweise das 
asymptotische Verhalten der Anzahlfunktion, die Schwankungen der Anzahlfunktion 
um eine etwaige das asymptotische Verhalten wiedergebende Funktion, das Verhalten der 
Länge der auftretenden Lücken, das Auftreten von „Zwillingen“ oder ähnlichem, das 
Vorkommen von Zahlen aus der betreffenden Zahlenmenge in arithmetischen Progressionen 
usw. — Die unmittelbare Übertragung mancher bei Primzahlproblemen erfolgreicher 
Methoden scheitert allerdings daran, daß man bei den additiven Problemen kein Analogon 
zur eindeutigen Darstellung jeder natürlichen Zahl als Produkt von Primzahlen besitzt. 
Man müßte wohl Methoden benutzen, die unmittelbar an die rekursiven Konstruktionen 
anknüpfen. 


$ 7. Kriterien und Beispiele für Nicht-Basen. 


Im Anschluß an $ 2 kann man die Frage aufwerfen, ob daraus, daß für die Anzahl- 
funktion einer Zahlenmenge A eine geeignete untere Abschätzung bekannt ist, auf eine 
Basiseigenschaft von X geschlossen werden kann. Schnirelmann [7], [8] zeigte: Ist 0 e A 
und besitzt WA eine positive Dichte «, setzt man also A(n) > an mit festem x > 0 für 
n=141,2,... voraus, so ist WA eine Basis endlicher Ordnung. Unter den gleichen Voraus- 
setzungen geht aus einem Satz von Khintchine [3] hervor: Ist h(x) die kleinste natürliche 
Zahl mit «h(x) > 1, so ist X eine Basis h(x)-ter Ordnung. Viel mehr läßt sich zu der ge- 
stellten Frage nicht aussagen, denn es gilt der 


Existenzsatz. p(n) sei eine für n=0,1,2,... (in inf.) erklärte Funktion mit 
p(0) = 0, 

(31) p(n) <Spln+1)=s pn) +1”). 
Es werde 

(32) lim o(n)/n = & 


n=1,2,... 
gesetzt (es ist also 0 <a <A). Dann gibt es eine Zahlenmenge U mit den Eigenschaften: 


1.0EQ, 
II. A(n) > o(n) für n=0,1,2,..., 
III. fin Aln)n= lim A(n)/n = a, 
2 


n=1,2,... 
IV. Ist h eine natürliche Zahl mit ah <A, so ist U keine Basis h-ter Ordnung; U ist 
sogar nicht einmal eine Basis h-ter Ordnung im Großen. 


Beweis. Wir konstruieren zunächst eine Folge von Zahlenmengen W,,W,,... (in 
inf.) sowie eine Folge natürlicher Zahlen n,, n,, ... so, daß für jeden Index i gilt: 


12) Das ist z. B. dann erfüllt, wenn @(n) die Anzahlfunktion einer Zahlenmenge ist. 


Journal für Mathematik. Bd. 194. Heft 1—4 
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a) VEN; 

b) ne; für allen > n;; 

e) A;,(n)Zy(n) für allen > 0; 

d) A;,(n) >Zan für allen > 0. 
Für i= 1 wählen wir W, = 8, rn, = 1; die Induktionsvoraussetzungen a) und b) sind 
damit offenbar erfüllt, c) ist wegen (0) = 0 und (31) erfüllt, und d) ist wegen x < I 
erfüllt. Sei i > 1, und seien A; ,,n,_, bereits konstruiert. Wegen der Induktionsvoraus- 
setzung b) gibt es ein k,_, mit A, ‚(nJ=n —k,_, fürn 2 n,_,. Wir wählen eine natür- 
liche Zahl n, so, daß 


(«+5)m >an+tk-, +1, 


(«+ )m > oln) +k_, +1 


ist. Dies ist möglich, denn die ersten drei der geforderten Ungleichungen sind für alle 
großen Zahlen n; erfüllt, und die vierte ist wegen (32) für unendlich viele n, erfüllt. Wir 


setzen m; = (a + +) n;|. Dann ist m; <S (« + ,) n;; wegen der für n, geforderten 


Ungleichungen ist ferner 
m, >N..ı» 
m, —k,_, >yp(n). 
Wir konstruieren nun W;, indem wir aus W;_, die Zahlen z mit m; <z Sn, weglassen'3), 
Wir haben zunächst zu zeigen, daß A; wieder die Induktionsvoraussetzungen erfüllt. 
VEN; folgt daraus, daß OEe W,_, war und m; > 0 ist; die Null gehört also nicht zu den 
aus W,;_, wegzulassenden Zahlen. n € X, für n > n; folgt daraus, daß danann >n, >n,_,, 
also n € W;_, ist, und daß dien > n, nicht zu den aus W,_, wegzulassenden Zahlen gehören. 
A;,(n) Z y(n) und A;,(n) > an folgen so: Sei entweder y(n) = gp(n) oder y(n) =an. 
Dann ist y(n,) > y(n) fürn; Zn und y(n,) Hn—n; 2 y(n) für nn<n (für den Fall 
v(n) = p(n) beachte man (31); für den Fall p(n) = an beachte man O <a <s1). Ist 
nun n Sm, oder n, Sm,, so ist A,(n) = A,_,(n), also A,(n) = A, ‚(n) 2 y(n) nach 
der Induktionsvoraussetzung. Ist m; <n Sn;,, so ist 
A;(n) = A;(m,) = A,_,(m) =m, —k,_, > y(n,) Z y(n). 
Ist m; <n;<n, so ist nach dem soeben bewiesenen 
A;(n,) > y(n,), also A;,(n) = A,(n) tn—n, >y(n) A+n—n, 2 y(n). 
Weiterhin hat A; die Eigenschaft 
A;(n;) < A:(m,) we A:-ı (m,) u m; —ki-ı 

9. TE. 2, N; N; n, 

Nach Konstruktion ist A,>4W,>*-:; wegen n<m,., M<n,, <m.s, 
n<m;ı<Mm;<M;n +. Ist ferner A,(n,) = A,,,(n) = A, (m) = A, (nm) =" 
Wir bezeichnen mit A den Durchschnitt von A,, W,,.... Dieses X hat alle verlangten 
Eigenschaften: 


13) Die Existenz solcher 2 wird nicht behauptet es; könnte m; > n;, sein. Wenn es jedoch derartige z gibt, so 
sind sie wegen m; > n;_, und der Induktionsvoraussetzung b) in A;_, enthalten. 
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I. OeA wegen VEN; für jedes i. 
II. A(n) = p(n) wegen A(n) = = A;(n) und A;(n) > y(n) für jedes i. 


Ill. fin A(n)/n 2x wegen Aıln) > an, ferner ist 


n=1,2,... 


in A(n)/n< lim A(n)n < in: lim A;(n,)/n, < lim (x + r) a, 


„=1,8,... = i= i 
also fin Ale = = lim A(n)/n=x. 
n=1,2 2,. Rs 


IV. Sei ak < 1. Dann wähle man i so groß, daß auch noch (« + } h<i1 ist; es 


gibt unendlich viele derartige i. Wäre n;e AA, so wären, =a,+""'+q,,W04,,...,@ 
in U liegen. a,,...,a, müßten dann sämtlich < n;, also sämtlich < m, sein (denn die 
Zahlen z mit m; <z Sn, gehören nicht zu W;, also auch nicht zu X). Folglich wäre 


n=4a+'''+a,<smhs (* E= ) n;h<n;, was ein Widerspruch ist. Also ist 


n;& WA, und dies gilt für unendlich viele i, also wegen n, <n;<n, ‘auch für unendlich 
viele n;, d.h. W ist keine Basis h-ter Ordnung im Großen. 


Zwei Spezialfälle des Existenzsatzes seien besonders hervorgehoben: 


Ist x mit O0 <a <s 1 gegeben und wählt man gp(n) = an, so ist (32) mit eben 
diesem Wert & erfüllt, und es folgt: Es gibt eine Zahlenmenge X mit VEN, die genau die 
Dichte x und die Dichte x im Großen besitzt, und für jede natürliche Zahl h mit ah <A 
ist A keine Basis h-ter Ordnung, nicht einmal im Großen"*). 

Ist € eine Zahlenmenge, die im Großen die Dichte 0 hat, so wähle man -p(n) = ('(n), 
und es folgt: Es gibt eine Zahlenmenge X mit De und A(n) > C(n) für jedes n, die für 
kein h eine Basis h-ter Ordnung oder eine Basis h-ter Ordnung im Großen ist. 

Man kann dies so interpretieren: Die Basiseigenschaft einer Menge läßt sich, ab- 
gesehen von den einleitend erwähnten Ergebnissen von Schnirelmann und Khintchine, 
nicht durch eine untere Abschätzung ihrer Anzahlfunktion, also nicht von einer Dichte- 
aussage her nachweisen. — 

Daß die beim Beweis des Existenzsatzes konstruierte Zahlenmenge keine Basis 
endlicher Ordnung ist, beruht im Grunde darauf, daß in der konstruierten Zahlenmenge 
große Lücken auftreten. Man kann dies Merkmal zu besonderen Kriterien ausbauen: 

Kriterium 1. U sei eine aus Zahlen <a, <a,‘ bestehende Zahlenmenge. h sei 
eine natürliche Zahl. Es sei mindestens einmal bzw. unendlich oft (ha,+A)Ja,., <1. 
Dann ist X keine Basis h-ter Ordnung bzw. keine Basis h-ter Ordnung im Großen. 


i+l 


Beweis. Es genügt nachzuweisen, daß z = a,,, — 1 unter der genannten Bedingung 
nicht in AY liegt. Wäre z=a, +" '+a,, a, €, so wäre wegen z<.a,,, auch jedes 
4,<a,,,,alsoa, <a, aloa,, —1=z=ha,, was der Voraussetzung widerspricht. 

Das Kriterium 1 läßt sich (auch wenn zusätzlich 0, 1 € X gefordert wird) nicht um- 
kehren. Es gibt sogar Zahlenmengen A N - a,/a;,, =1, die nicht Basen A-ter Ordnung 


im Großen sind, zum Beispiel die Menge "0b, 1», 2%, 3%,...}. (Daß dies keine Basis h-ter 
Ordnung im Großen ist, zeigte Hurwitz [15].) — Aus dem Kalte 1 folgt unmittelbar das 

14) Dies Resultat läßt sich auch durch Benutzung der Methoden von Lepson [44] oder Ostmann ([50], insbes. 
S. 227ff.) erhalten. Beide zeigen durch Konstruktion von Beispielen, daß die Abschätzung von Mann für die Dichte y 
der Summe zweier Zahlenmengen durch die Dichten « und ß der beiden Summanden (nämlich y > min (1, & + ß)) 
für kein Wertepaar «, ß verbessert werden kann. Diese Konstruktionen lassen sich sogleich auf Summen von 
beliebig (endlich) vielen Zahlenmengen übertragen, wobei überdies alle als Summanden auftretenden Zahlenmengen 
einander gleich gewählt werden können; dieser Fall führt gerade auf die obige Behauptung. 

8* 
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Kriterium 2. A sei eine aus den Zahlen „<a,<a,::: bestehende Zahlenmenge. 
Es sei lim a,a,,, = 0. Dann ist WU keine Basis endlicher Ordnung im Großen. 


i=1,2,... 


Beispiele dafür, daß auch dieses Kriterium nicht umkehrbar ist, folgen später. 
Aus den Abschätzungen von $ 2 folgt 


i+l 


Kriterium 3. /st A eine Zahlenmenge mit 


IgAln) _ 


lim —=(, 


nz... Jogn 
so ist U keine Basis endlicher Ordnung im Großen. 


Der am Anfang dieses Paragraphen bewiesene Existenzsatz zeigt, daß auch dieses 
Kriterium nicht umkehrbar ist. 


Weitere Kriterien für Nicht-Basen erhalten wir durch Betrachten der Zahlen 
nach gewissen Moduln. Sei WA eine gegebene Zahlenmenge, m eine natürliche Zahl. 
y(m, X) sei die Anzahl der Restklassen mod m, in denen Zahlen aus W liegen. y(m, A) 
sei die Anzahl der Restklassen mod m, in denen unendlich viele Zahlen aus X liegen. Ist h 
eine natürliche Zahl, so lassen sich mit A Summanden aus den y(m, W) Restklassen 


höchstens pen ern id verschiedene Restklassensummen bilden (vgl. die ent- 
sprechenden Betrachtungen in $ 2). Also ist 


Für unseren gegenwärtigen Zweck reicht die gröbere Abschätzung 
y(m, kA) < (y(m, W)* 


aus. Ist X eine Basis h-ter Ordnung im Großen, so ist y(m, AA) = m, also m < (y(m,A))* 
oder 





ner M sr m>1. 
log m 


Durch Umkehrung folgt daraus das 
Kriterium 4. /st 


fin og v(im, %) _ 0, 
m...  logm 


so ıst U keine Basis endlicher Ordnung im Großen. 
Die Voraussetzung in Kriterium 4 läßt sich abschwächen. Es gilt 


Kriterium 5. Sei h eine natürliche Zahl. Sei 





lim 


m=1,2,... 


Dann ist U keine Basis h-ter Ordnung im Großen. 


Beweis. Für jede natürliche Zahl m sei A, bzw. W,„ die Menge derjenigen Zahlen 
aus W, die in einer Restklasse mod m liegen, in der es nur endlich viele bzw. in der es 
unendlich viele Zahlen aus A gibt. A, ist also für jedes m eine endliche Menge. Wir 
zeigen: Zu jedem j mit 1 <j sh gibt es natürliche Zahlen m und z so, daß aus n =2z 
(modm), n=a" +..:+a®M, ameU für 1<n<sh folgt, daß mindestens j der h 
Zahlen a” in W,„ liegen. Wir beweisen dies durch Induktion über j. Sei1 <j<Ah, und 
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es gebe natürliche Zahlen m’ und z’ so, daß ausn =z’ (modm’), n=a +..:+a®, 
a” € A folgt, daß mindestens j — 1 der h Zahlen a‘” in U, liegen. (Im Falle j = 1 wähle 
man m’ und z’ irgendwie; die Induktionsvoraussetzung ist dann trivialerweise erfüllt.) 
M' sei die Anzahl der Zahlen aus W,.. Nun werde m’’ so gewählt, daß 


(m’y(m’', X) + M’)* < m” 
ist; nach der über y(m, W) gemachten Voraussetzung ist das möglich. Wir setzen 
m = m'm’'. Dann ist y(m, A) < m’y(m’’, W) und folglich 


m 
5 


(P(m, 4) + M’)*< pe 


® sei die Vereinigungsmenge von A, und W,.. Die Zahlen aus ® verteilen sich auf höchstens 
y(m, X) + M’ Restklassen mod m, die Zahlen aus A® also auf höchstens (y(m, X) + M’)* 


Restklassen mod m. Die Zahlen n mit n =z’ (mod m’) erfüllen Restklassen mod m. 


Wir können daher z so wählen, daß die Zahlen n mit n = z (mod m) sämtlich nicht in A 
liegen und daß z = 2’ (mod m’) ist. Sei nun n = z (mod m) und n = a + --- + a” mit 
a” eU. Da n=z'’ (mod m’) ist, liegen nach der Induktionsvoraussetzung mindestens 
j—1 der kh Summanden a'” in U, also auch in W„. Nun können aber nicht alle übrigen 
h—j-+1 Summanden a'” in W,„ liegen, denn sonst lägen alle a” in ®, also läge n in A® 
im Widerspruch zur Konstruktion. Es gibt also mindestens noch einen weiteren Summan- 
den a/”, der in U, liegt. Folglich liegen mindestens j der k Summanden a‘” in W,„, wie be- 
hauptet. — Wir betrachten nun den Fall j = A. Ist in diesem Falle 


n=z(modm), n= “a” +..-+a®, ameqQ, 


so ist a” ce A. für 1i<n<sh. Die a” liegen also sämtlich in einer von n nicht ab- 
hängenden endlichen Menge; daher gibt es höchstens endlich viele derartige n. Von 
diesen höchstens endlich vielen n abgesehen liegen alle Zahlen, die =z (mod m) sind, 
nicht in AY; d.h. X ist keine Basis k-ter Ordnung im Großen. 


Eine unmittelbare Folgerung aus Kriterium 5 ist 
Kriterium 6. /st A eine Zahlenmenge mit 
lim rin, A) A” 
m=2,3,... ogm 
so ist U keine Basis endlicher Ordnung im Großen. 
Spezialfälle von Kriterium 6 sind 


’ 


Kriterium 7. U sei eine Zahlenmenge; es gebe unendlich viele natürliche Zahlen m, 
die je alle Zahlen aus X bis auf höchstens endlich viele Ausnahmen teilen. Dann ist X keine 
Basis endlicher Ordnung im Großen. 


Kriterium 8. Die Zahlenmenge W sei p-adisch konvergent oder eine Vereinigungsmenge 
endlich vieler p-adisch konvergenter Mengen (mit dem gleichen p). Dann ist U keine Basis 
endlicher Ordnung im Großen. 

Daß auch die Kriterien 4 bis 8 keine umkehrbaren Kriterien sind, geht etwa aus 
folgenden Gegenbeispiel hervor: Sei X die aus der Zahl O0 und allen Zahlen a mit 
(2k —1)! <a<(2k)!(k=1,2,...) bestehende Zahlenmenge. Dies X ist nach Kri- 
terium 2 keine Basis endlicher Ordnung. Da jedoch W beliebig lange Sequenzen enthält, 
enthält X unendlich viele Vertreter jeder Restklasse nach jedem positiven Modul, d.h. 
es ist Y(m, U) = y(m, A) = m für jedes m >. 
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Jetzt läßt sich auch leicht durch Beispiele zeigen, daß Kriterium 2 nicht umkehrbar 
ist. U sei die aus den Zahlen = 0, a; = 2'-1(i=1,2,...) bestehende Zahlenmenge; 
dann ist a,j/a;;, = 1/2 (i=1,2,...). Ferner sei ® die Menge aller derjenigen Zahlen 
bi 0,1,2,...), für die es eine ganze Zahl j > 0 so gibt, daß b;= 2 2 mit e, — 0 
oder 1 ist; es sei 4, <b, <b,< +; dann ist sogar lim 5b/b,.,—1. Jede Potenz von 2 

i=m1,2,... 
teilt fast alle Zahlen der beiden konstruierten Zahlenmengen; also ist sowohl A als auch 


3 nach jedem der Kriterien 6, 7 oder 8 keine Basis endlicher Ordnung im Großen. 


Es verdient vielleicht betont zu werden, daß anscheinend bisher überhaupt kein 
notwendiges und hinreichendes Kriterium dafür bekannt ist, daß eine Zahlenmenge 
unter einen der in $ 1 definierten Basisbegriffe fällt oder nicht fällt, sofern nicht in diesem 
Kriterium im wesentlichen wieder ein solcher Basisbegriff benutzt wird. Mit anderen 
Worten, es ist bisher nicht gelungen, einen auf wesentlich andere Weise definierten Begriff 
aufzufinden, der mit dem Basisbegriff umfangsgleich ist. — 

Man kann versuchen, eine Basis h-ter Ordnung so zu konstruieren, daß 


h 


(33) lim B(n)/Y n 


vorhanden und endlich ist. Eine solche Zahlenmenge kann man etwa folgendermaßen 
erhalten: x > 0 sei gegeben, man betrachte die Menge der Zahlen 


[& n*] n=012.,.) 
oder etwas allgemeiner die Menge der Zahlen 

[f{r)] (n = 0,1,2,...), 
wo /(n) eine Funktion ist, für die lim f(n)/n* existiert und positiv ist, und die für fast 
alle n die Ungleichung [f(n + 1)] > [f(n)] erfüllt!), beispielsweise ein Polynom A-ter 
Ordnung in n mit positivem höchsten Koeffizienten. Ich weiß nicht, ob für h > 2 eine 


solche Zahlenmenge eine Basis h-ter Ordnung sein kann. Für h = 2 soll für einige solche 
Zahlenmengen gezeigt werden, daß sie keine Basen zweiter Ordnung sind. 


Um den Beweisgedanken deutlicher hervortreten zu lassen, beweisen wir zunächst 
folgenden 

Satz über Mengen approximierbarer Zahlen. X,,..., X, seien Mengen'*®). Für jedes 
Imitti <l<hsei fılc,) eine für x,€ X, erklärte reellwertige Funktion. Es gebe eine unend- 
liche Folge von Zahlen d <Sv, <w, Sw,<w, Svy<w,''':0, daß keinem der offenen 
Intervalle v, <y< w; eine Zahl y angehört, die sich in der Gestalt 


h 
(34) y= file) mit mEeÄ, 
1 1 


darstellen läßt; ferner seien für i— oo die Differenzen w, —v, nicht beschränkt (also ist 
v,— 00 für i> oo). c sei eine positive Konstante. W,,..., YA. seien Zahlenmengen, die so 
beschaffen sind, daß es zu jedem a,eA, (1 s! <sh)einz,€ X, so gibt, daß | fı(x.) —aı Sc 
ist. Dann gibt es unendlich viele Zahlen, die nicht in A, + + A liegen. 





15) Einige Bemerkungen über Zahlenmengen, die auf derartige Weise gebildet sind, macht R. Sprague, Ein 
Satz über Teilfolgen der Reihe der natürlichen Zahlen, Math. Ann. 115 (1938), 153—156; Bemerkungen über gewisse 
Zahlfolgen, Math. Zeitschr. 44 (1939), 20—22. 

16) Von welcher Beschaffenheit die Elemente dieser Mengen sind, ist gleichgültig; falls es sich um Zahlen 
handelt, brauchen sie nicht ganz und > 0 zu sein. 
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Beweis. Ist zeY, +: +WU,,sostz=a,+'''+9,meA „(1 s!<sh). Man 
bestimme x, € X, so, daß | fı(x,) —a, | Sc ist. Dann ist 


h 
Ihıla)+t than) —z | =2 fl) —aı | She, 


d.h. es gibt zu z ein y mit (34) und 


(35) |y—z3| she. 
Wir setzen 2; = en Be ®|_ Nun werde i so gewählt, daß w,— v; > 2(he + 1) ist. Letzteres 
ist für unendlich viele i erfüllt, und zu diesen i gehören wegen z; > v; —1 (also 2; — 


für i— oo) unendlich viele verschiedene z;. Für jedes solche z; und jedes y mit (34) gilt 
nun entweder 


ysov,, dann ist y+he<sv;,+he su+l”,  — =" -1< z; 
oder 
yZ w;, dann ist y„—hezw—he 2 Du ame 1) > > 2; 


in jedem Falle ist also |y—z; | > he. Folglich gibt es unendlich viele verschiedene 
Zahlen z = z,, die nicht (35) erfüllen, die also nicht in X, +: + A, liegen. 

u, <u,<+:- seien die sämtlichen der Größe nach geordneten verschiedenen 
Zahlen, welche Summen zweier Quadrate ganzer Zahlen sind. Dann ist u,,, — u; für 
i=1,2,... nicht beschränkt. Denn durch Auflösen simultaner Kongruenzen lassen 
sich beliebig lange Sequenzen natürlicher Zahlen konstruieren, in denen je eine Primzahl 
p mit p = —1 (mod 4) in der ersten, aber nicht in der zweiten Potenz aufgeht; solche 
Zahlen sind bekanntlich nicht Summen zweier Quadratzahlen. Daraus folgt, daß für 
h= 2 und beliebiges y > 0 die Funktionen 


fılz) = yr2, fa(x) = yr® mit X, = X, = Menge aller ganzen Zahlen 


den ersten Teil der Voraussetzungen des Satzes über Mengen approximierbarer Zahlen 
erfüllen. — Die Differenzen u,,, — u, wurden von Erdös!”) genauer nach unten ab- 


geschätzt; er bewies die Existenz eines «>( so, daß für unendlich viele i die Ungleichung 
u;., —u, > xlog u,/Vloglog u, gilt. Wir zeigen nun: 


Sind x, ß kommensurabel, x >, so ist die Menge der Zahlen |xn? + ßn] (n ganz) 
keine Basis zweiter Ordnung im Großen. 


Wir beweisen gleich allgemeiner: 


Ist A eine Zahlenmenge, c’ eine positive Konstante, und gibt es zu jedem ac eine 
ganze Zahl n mit 


(36) Ian+ßn—a|<sc, 
so ist AU keine Basis zweiter Ordnung im Großen. 
Beweis. Sei ß/2& = l/m, wo l,m ganz sind. Dann ist 


2In 
m 


2 


xn + in = a (m + )= a (mn Ha na 


ı7) P. Erdös, Some problems and results in elementary number theory, Publ. math., Debrecen 2 (1951), 103—109. 
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Aus (36) folgt also 
| l2 
za mn +? —a sc+a re 

2 
Setzen wir - =y,mm+l=ı2,c0‘-+a Z = c, so sehen wir, daß aus (36) folgt: Es gibt 
positive Konstanten y, c so, daß es zu jedem a € W ein ganzzahliges x mit | ya? —a| <c 
gibt. Die Anwendung des Satzes über Mengen approximierbarer Zahlen mit h = 2, 
A, = U, = 4 ergibt nun die Behauptung. 

Der soeben bewiesene Satz gestattet eine Verschärfung. Zieht man nämlich den 
erwähnten Satz von Erdös heran, so erkennt man, daß (36) durch folgende schwächere 
Forderung ersetzt werden kann: (x) sei eine Funktion mit p(z) = o (log xz/Vlog log x) 
für 2 — oo (oder sogar nur mit p(z) < »log x/Vloglogx mit einer genügend kleinen 
Konstanten x für alle genügend großen x). Es gebe zu jedem ae X eine ganze Zahl n 
mit | an? +ßn —a|< y(a). Der Beweis dafür, daß A dann keine Basis zweiter Ordnung 
im Großen ist, verläuft nun sinngemäß wie oben. 


Eine Verallgemeinerung auf Summen zweier nicht notwendig gleicher Zahlenmengen 
lautet: Sind &,, &g, fı, fs kommensurabel, x, und &, positiv, sind ferner W,, X, Zahlen- 
mengen, ist c’ eine positive Konstante, und gibt es zu jedem a, € W,, a, € W, ganze Zahlen 
N,,n, mit 

am+An—a|sc, am +An—a,|<c, 


so gibt es unendlich viele natürliche Zahlen, die nicht in X, + W, liegen. — Der Beweis 
verläuft analog, nur muß im allgemeinen an Stelle der Aussage, daß der Wertevorrat 
der quadratischen Form x? +23 (x,, x, ganz) beliebig große Lücken aufweist, die analoge 
Aussage für eine andere quadratische Form treten. 


Es wäre wünschenswert, bei den zuletzt bewiesenen Sätzen festzustellen, ob die 
Kommensurabilitätsforderungen wirklich in vollem Umfange erforderlich sind, und die 
Sätze von allen etwa entbehrlichen Einschränkungen zu befreien, ferner analoge Sätze 
für h>2 zu suchen. 

Man kann hier noch folgende Frage anschließen: Gibt es für irgendein h > 2 über- 
haupt eine Basis A-ter Ordnung, für die (33) existiert und endlich ist, für die in den Be- 
zeichnungen von $ 1 also B, = Bs < ooist? Für die von Raikov [4] und mir [9] mittels 
Zifferndarstellungen konstruierten Basen 8, für die ein endliches B, nachgewiesen ist 
(nämlich der durch (15) gegebene Wert x), gilt für A > 2 jedenfalls $, < ß,, denn aus 
Ungleichungen für die Anzahlfunktion B(n), die für unendlich viele Argumente n be- 
wiesen sind (Stöhr [9], [10]), folgt ß, sh<xı= Ba. — Die ähnlich klingende Frage, ob 


in den Bezeichnungen von $1 v,(h) = v;(h) oder v,(h) < v,(h) ist, ist gleichfalls ungeklärt. 


Linnik [46] gibt eine Zahlenmenge % an, die keine Basis zweiter Ordnung im Großen 
ist, für die aber 2% alle natürlichen Zahlen bis auf 0°, Ausnahmezahlen enthält. Ich 
gebe hier ein anderes Beispiel dafür, bei dem der Nachweis ganz einfach verläuft. 


Satz. Für jedes h Z1 gibt es eine solche Zahlenmenge %, daß h?5 zwar unendlich viele, 
aber nur 0°/, aller natürlichen Zahlen nicht enthält. 


Beweis. Für h = 1 ist das klar; es sei k > 2. Man konstruiere zunächst eine unend- 
liche Folge natürlicher Zahlen a,,a,,... so, daß a, 21 unda,;,, 2 h(ha, + 2) ist (bei- 
spielsweise wähle man a, = 1 unda,,, = h(ha, +22) füri > 1). Durch Induktion über i 
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zeigt man a; > h?"). Dann sei % die Menge aller ganzen Zahlen z, die einem der Inter- 
vale O<z <a, ode hu, +2<SzSa,, (i=1,2,...) angehören. Die unendlich 
vielen natürlichen Zahlen ha, +41,ha,+41,... liegen nicht in h% (denn die Annahme 
ha; +i1=z" +--- +7 mit z” e% würde die Ungleichungen z” < ha; +1, 2” <a, 
und damit den Widerspruch Ah, +1 = 2" +: -+2M <a, +'''+a,= ha, ergeben). 
Ich zeige, daß alle anderen nichtnegativen ganzen Zahlen n in h% liegen. Ist nämlich 
0 <n<ha,, 80 ist n eine Summe von k Zahlen z aus dem IntervallO <z < a,, also 
ist neh%. Ist aber ha, +1 <n<ha,,, +1 füreini>1, so liegt n wegen a,., Zh(ha, +2) 
in mindestens einem der Intervalle 


(I) h,a+2<snSa,, oder (II) A(ha, +2)snSha,... 


Im Falle Il ist ne %, also ist wegen O€e % auch ne hi. Im Falle II ist n eine Summe von 
h Zahlen z aus dem Intervall ha, +2 <z<a,,,, also ist auch dann ne 4%. Die Aus- 
nahmezahlen ha; +1 (i=1,2,...) machen wegen a; > h?®"") und h > 2 nur 0°, aller 
natürlichen Zahlen aus. — Das Beispiel ist offenbar so beschaffen, daß (k+1)% = Bist. 





Eingegangen 3. September 1953. 
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A non-linear difference-differential equation. 
By E. M. Wright in Aberdeen. 


Introduetion. 


1. In a recent series of articles [9, 10, 11, 12]*), I have developed parts of the general 
theory of linear and non-linear difference-differential equations. The significance and 
usefulness of the general results are somewhat obscured by the comparative lack of 
information about specific examples, such as is readily available in the special cases of 
differential and difference equations. For this reason I discuss here the particular non- 
linear equation 


(1.1) y'(z) = — oay(e—1) {1 + y(a)} («> 0). 


The general results already proved and various methods which I develop here enable 
me to deduce unexpectedly detailed information about the solutions of (1.1), but there 
are still certain unsolved problems. The methods can be applied more widely, but my 
treatment of (1. 1) illustrates the general ideas sufficiently. 

The particular case of (1. 1) for which x = log 2 was brought to my attention by 
Lord Cherwell, who had encountered it in his application of probability methods to the 
distribution of prime numbers. The question which he asked me (essentially that partly 
answered in Theorem 3 below) turned out to be central to the whole study of the equation. 
While I can answer it for his particular case, I am still unable to answer it for a certain 
range of a. 

We always suppose & to be real and positive. We confine ourselves (apart from our 
final Theorem 14) to the case of real x and real y. In $$ 9—13, we consider those solutions 
which are finite for all real x and, for a certain range of «, find very precise results indeed. 
To begin, however, we regard (1.1) as an equation in the unknown function y’(z) for 
z2>0. We suppose the values of y(z) to be assigned arbitrarily in the interval 
—41<z<s0, subjeet only to the proviso that y is bounded and integrable Lebesgue in 
this interval. For x > 0, we define y by 


(1.2) y(2) = yi0) + f yıe) de. 


Under these hypotheses, y’ may not be the derivative of y at all points in the interval 
0<z<s1. But, when x > 1, y’ is an absolutely continuous function by (1. 1) and (1. 2), 
and so y’ is the derivative of y. 

We are interested in the behaviour of y as 2—». The following theorem, whose 
proof is simple, provides essential preliminary information. 


Theorem 1. (i) Corresponding io every bounded, integrable set of values of y in the 
interval—1<x<0, there is a unique solution of (1.1) for al x>0. 





*) Numbers in square brackets refer to the list of articles at the end of the paper. 
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(ü) For all x >0, y(z) 2 — 1 according as y(0) 2 —1. 

(ii) Zf y(0) <—1, y(z) > — » as r— oo and y(z) decreases steadily in the strict 
sense for all z>1. 

(iv) If y(0) > — 1, y(x) is bounded as 2 —». 

The most interesting case is that in which y(0) > — 1, so that, by Theorem 1, 
y(x) is bounded. The fundamental question here is whether or not y—>0 as 2». If 
y — 0, we may expect y to behave somewhat like a solution of the associated linear equation 


(1.3) 2 (2) = — az2(r —1). 
By [11], the solution of (1. 3) is 
(2) = ZA ,e*, 
where s runs through the roots of the associated transcendental equation 

(1.4) se +t=0 
and the A,, are suitably defined in terms of the initial conditions. 

If x<}%n, all the roots of (1.4) have their real parts negative and z(x) — 0 as 
x — oo. For these values of x we can prove that the zero solution of (1. 1) is stable. 

Theorem 2. Let a<}%n. Then there is a positive e such that, if | y(x)|<e for 
—1<zs0,then y-Das x». 

This theorem is a special case of a more general result already proved [12] and 
needs no further proof. It is of the usual “stability”’ type, analogous to many results in 
the theory of non-linear differential equations. Its defect lies in the condition that y must 
be small in the initial interval. We can, for certain x, remove this condition. We shall prove 

Theorem 3. /fx < 3 and y(0) > —A,theny-Oası— x». 

My methods, at the cost of considerable elaboration, can be used to extend this 
result to x < 2 and, probably, to x< 1567 --- (compare with 3 = 1571»). But 
the work becomes so heavy for the last step that I have not completed it. These methods 
find a further application in the study of those solutions of (1. 1) which are finite for all 
real x. In fact, for x < !7, we are enabled to find all such solutions. 

For x >4 r, some of the roots of (1. 4) have positive real parts and z will, in general, 
oscillate infinitely. Since 4 is bounded, we no longer expect y and z to have any relation 
to one another. In fact, we can prove 

Theorem 4. /f x >}, there are solutions y of (1.1) for which y(0) >—1 and y does 
not tend to O0 as z— oo. In particular, this is true if y is positive (or negative) throughout 
the interval —1 < x <0 (or any other interval of unit length). 

In what follows we use C to denote a positive number, not always the same at 
each occurrence, possibly depending on x, s, o, t, u, but independent of x, y, 2, X, n, P,..»- 
The numbers C\,, C,, . .. are numbers of the type C', but C,, for example, has always the 
same value. The constant implied in the O( ) notation is of type C, except in $4 and 
Theorem 5. Before stating our further, more elaborate results, we shall prove Theorems 1, 
3 and 4. 


Proof of Theorem 1. 


2. Let us first suppose that y(0) # — 1. We observe that, provided y(£) # — 1 for 
0 SE<z, we may divide (1.1) (with £ for x) throughout by 1 + y(£), integrate with 
respect to £ from O to x and take the exponential of both sides. The result is 
z-1 
(2. 1) 1 + y(z) = {1 + y(0)} exp ma fy@) d£). 


9* 
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By an obvious step-by-step process this gives us a finite, unique value for y(z) for all x 
in the intervalO < x < X, where X is the least number such that y(X) = — 1. (If there 
is any such number there must, by the continuity of y resulting from (1. 2), be a least.) 
Asz— X —, y(z) — — 1. But this is impossible by (2. 1). Hence there is no such X. Thus, 
forallz > 0, y(x) exists and is defined uniquely by (2. 1); and y(x) + — 1. By continuity, 
y(2)z—A for all 2>0 according as y(0)>—1. The function y’(z) is uniquely 
defined by (1.1). 

On the other hand, if y(0) = — 1, the solution y(z) + 1 = y’(z) = 0 is obviously 
valid for <>0. If there is another solution y, with y’(xz,) #0 (say), we must have 
y(z)) # —1 by (1. 1) and, by continuity, an interval (z,, ,) such that x, < z, < z, and 


ya) =—1, ya)+—1 (2, <re<m). 


When x is an interior point of this interval we have from (1. 1) 


-1 
1 + y(z) = {1 + y(zı)} exp &v@) d£)} 


and, as 2 — 2%, +, y(z) does not tend to — 1 = y(z,), a contradietion. Hence y(z) = — 1 
for allx > 0. This completes the proof of (i) and (ii) of Theorem 1. 

Next we remark that, if y-las 2— », then, by (1. 1), y —— al(1 + I). Hence 
al(1 + I) = O and so O and 1 are the only possible limits to which y can tend. 

If y(0) <—1, so that y(z) <—1 for allx>0, we have y <Oforallx >21. 
Hence y decreases steadily and so % tends to a limit or t0 — © as x— ». But neither 0 
nor — 1 is a possible limit and so y—>— ». 

If y(0) > — 1, we have to consider two possibilities. If there is some x, such that 
y(z) #0 for any <> z,, we say that the zeroes of y are bounded. If this is not true, we 
say that the zeroes are unbounded; in this case, y(x) = 0 for a sequence of x tending to «. 


Lemma 1. /f y(0) > — 1 and the zeroes of y are bounded, then y-O as x— ». 

Since % is continuous, y is of constant sign for > 2,. Hence, by (1.1), y’ is of 
constant sign, opposite to that of y, for 2> x, + 1. It follows that, as z— oo, y tends 
monotonically to some finite limit which must be 0, since — 1 is clearly impossible. Hence 
we have Lemma 1 and Theorem 1 (iv) when the zeroes are bounded. 

If the zeroes are unbounded, the z-axis is divided by the zeroes into a sequence of 
intervals!). In each such interval y is of constant sign. If, for example, y> O in such an 
interval, it attains its largest value in the interval at a maximum point X at which 
y(X) =0. By (1.1), y(X — 1) = 0 and so, by (2. 1), 


X-1 
log {1 + y(X)} = eye de <a 


since y(£) > — 1. Hence y(X) <e“—1. Since this is true for every maximum, % is 
bounded above. This completes the proof of Theorem 1 (iv). 


Proof of Theorem 3. 


3. In this section, we suppose throughout, without further statement, that y> — 1. 
Since y is bounded as 2 — ©, we may define 


u — lim y(x), v = — lim y(2). 


zoo zoo 





!) This is still true if y(z) = 0 over one or more finite intervals (which must be closed). The case of y(z) = 0 
for all x is, of course, trivial. 
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We suppose the zeroes of y unbounded, since, if not, Theorem 3 follows at once from 
Lemma 1. Hence u >20 and v > 0. The following lemma is trivial. 


Lemma 2. In the interval between two successive zeroes y is positive (negative) and 
altains its greatest (least) value at a maximum (minimum). 


Let e be any positive number, so that 
(3.1) —v—e<y<u+te 


for all > x,(e). If y(X) is a maximum or a minimum with X > x, +2, we have 
y(X—1) = 0 and 


X-1 
a <alv-+e), 
log 1 + y(N} = — a f y(x) dx nz 
X-2 
whence 
(3. 2) —1+ et) <ylX) <ett) —4. 


By Lemma 2, we can always find a maximum point X for which y(X)> u— e, and a 
minimum point X’ for which y(X’) <—v-+ e. Hence 


u—. <ett) —1,v—e<1—e""*, 
Since these are true for all e> 0, we have 
(3. 3) use” —i,vsi—e". 


It follows that v < 1 and that, if either of the non-negative numbers u and v is zero 
so is the other and Theorem 3 is proved. Henceforth, then, we may suppose that 


, 


(3. 4) u>0, 0<v<i 
and have only to deduce a contradiction. 


If x si, we have 
1+use sexp(1—e“) 
by (3. 3). But, since u > 0, 


1+u-—exp(1—e*) = [fa — e") exp (1 — e" — u,) du,du, > 0, 
00 


a contradiction. 


If x > 1, we have to refine our argument somewhat. Let X be a maximum or 
minimum point such that X > x, + 3, so that y(X — 1) = 0. We have, for 2 > 0, 


X-2 


log fl + yia=a f year 
and so, frz, +1sr sX—1, | 
— al +Ee)(X— 2 —1)<logfli + yla)} <oal+e)(X—2—1) 
by (3.1), that is 
(3. 5) — A + ert+alX-2-1) < y(z) SerWtHlz-2-) 4, 


Let 7 be any number, independent of e, x und X, satisfying 0 < r <s 1. We have. 
by (3.1) and (3.5), 
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x-ı X-1-r Zu 
(3.6) og + N} = —a [ yaada=—a [ yliadı—a y(z) dx 
x-2 r—2 2.14 
ze} 
sal— T(e+te)+a f fi — er t+9l@-2-D) dr 
X-1l-r 
ei 4 4] — e-serlo+te) 
sall— T)w+e) tar— es 
and also 
x-ı 
(3.7) log fi + A} 2 —al—rT)(u+e)—a f (e"+9(&-2-D _4)dz 
Z-Il-r 
4 — eartlure) 
2 —oall— rT)(u+e)+ar+ u; 


We can, as before, find an X for which y(X) >u— e. Using this in (3. 6) and 
letting e— 0, we have 


(3. 8) log I +) Sat-netar  ", 
Putting r= 1, we have 
(3. 9) lei +W)sa—'e" 
It 
xv Z log (4 5 > i 
a ah slog(, _,)in (3. 8). We obtain 
(3. 10) log +) San +( "log(; ,)—1 


Next we can choose a minimum point X for which y(X) <—v + e. Using this in 
(3. 7), letting e— 0 and putting 


1 Pd 
= legii+u =1 («> 1), 
we have 
1 1+u 
(3. 14) og (7) Sau—( , "log +) +1. 
We now deduce 


Lemma 3. /f 1<a<s}3, u>0 and v>(0, then 
R 1, 1 I. 
lg +w<v—;t , log (, —)<u + gut. 


This lemma follows at once from (3. 9) to (3. 11) if we prove that 


(3. 12) i v—lAtet<ser—!ıv, 
whenever 
(3. 13) x <s n xv < log - 
wer ji x 1—v)’ 
and that 
3 1—v 1 B,2 
(3. 14) 3° +( E )1og(; —)1<0—50 x 
(3. 15) Su (Feige + +1<ur gun 
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Now, since u>0, 


’ um e i 
ara [([itJan> [Fam wann 3-5. 
0 0 


which gives us (3. 15). Again, since 0O<v<1, 


Ze en Jan> [fü+wann-jurse 
ö 00 


and this gives (3. 14). 
It remains to prove (3. 12), when (3. 13) are true. If we use the second inequality of 
(3. 13) and the substitution W = 1 — e-”, we have 


108 (; ;) 


w—1 +e®=jt-e ”) dw < f (1 — e-”) dw 
0 
waW = 
-? 2 2)‘ 


— 0:9 v2 < 0: 9252 < (1-5) 


nd 





fE 0<v<s0O:-45, we have 
BE . 
2(1—») "1-1 

and so we have (3. 12) for such a v. Again, by the first inequality of (3. 13), 


3 
av % 
sww—1+ aa ae dw [un dw 
; in 
9 27 
WERE „2 Bun v2 u 
| w su + ur) du = 2 7° + 58% 


and the last expression is less than v® — , v®, provided that 
1 —120+48<0. 


This is equivalent to 
(e-)" 1888 > 7 


si) <a 
which is true when 
76 — 43-45 
> B — . 
12v0> 1 0.402 


and so certainly-for vo > 0-45. This completes the proof of Lemma 3. 
We now suppose the conditions of Lemma 3 fulfilled, and define v, = v,(u) as the 
smaller root of 


(3. 16) gi +u)=1,—!v2 
and v, by 
(3. 17) Iog ; x \=u+gu, 
1—y 6 
so that 


(3. 18) 0<y, <vo<y <u 
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by Lemma 3. Hence 
_% N 
3’ 1—odu 


—1 
io u 4_nhl_” 
4 (14 ;)4 ol! 2). 
Thus, by (3.16) and (3. 17), 


dv, 


108 (7) -lg(l+u)+ log (1 N 3) +log A —o) + Iog(1— 3) 


2 / 
S—2-3 du w 


3 
< 5 flog (1 +u)— u} <0. 


% a u 
Sy—— +-—u — V 
3 6 3 3 


Rh. 
6 


d ; 
Hence = (u — v3) <O and so, since v,—0 and 7, —0 as u—(0, we have v,<v, for 


u>0. But this contradiets (3. 18) and so, for 1<x s$, we have u=v=(. This 
completes the proof of Theorem 3. 


The associated linear and transcendental equations. 

4. Our further results will be clearer if we have more information about equations 
(1.3) and (1. 4). This is contained in the following two theorems. 

Theorem 5. /f& > e-!, the roots of the equation (1. 4) occur in conjugate complex pairs 
Sp, Sp, where 

S=%+tiü,, 2pr<t„<(2p+i)a, p=0,1,2,.... 
10 <aser!, the same is true except that s,, s, are replaced by a double root ats = — 1 
for x = e-! and by iwo real roots s = o,, o, for x < e-!, where 
0>n>—1i>loga>o,- 
If <}n, every root has its real part negative. If x >}, then 0,20 according as 
21 —n 


PET In particular, there are two roots with real part zero if, and only if, 


> 


x —=2kn +%n for some non-negative integer k. Also „=0 for a=tn and > for 
“>;n. 


We have also o,;, <o,for alla and allp> 0; and 
(4. 1) tan t,+, > tan, 


(i) for all x when 0, <—A and (ii) fra <$nandallp>1. 
For large p, 


pen) . o\( ee)‘, 


1 
er Fe 2pn p 


%y= 1 [PM . + o|er)". 


In this theorem and in this section alone, the O( ) notation refers to the passage of 
p to infinity and the constant implied may involve « but is independent of s, o, t, u. 

The first part of this theorem is due to L&meray [3, 4], but it is convenient to give 
a complete proof. 
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If we write 
o(u) = wet, 
we have 
e(u)=Ml—u)er, 
so that o(4) increases steadily as „ increases from — » to 1, has a maximum value e-! 
at „= and decreases steadily for #> 1, tending to 0 as u— ©. Hence the equation 
(4. 2) o(u) = wer= a 
has (i) two real roots „’, a, with 0 < „’ <1 <log (1/a) < u” if a <er!, (ü) a double 
root at u=1ifa = er! and (iii) no real roots if « > e-!. If we write s = — u, we have 
found all the real roots of (1. 4). 
Next, if we write s = o + it for any root of (1. 4) witht+0 and u = — o, we have 
y— U ver-it 
and so 
(4. 3) u = oe# cost, i= oesint, u —=tcott 
and 
(4. 4) x = te=' tt cosec t. 
We now write 
x(T) = Te cosec T. 
Whenever (2p — 1) <T<2pn (p=1,2,...), we see that y(7T)<0. Let us now 
suppose that 2pr < T<(2p+A)randp>0, so that y(T)> 0. We have 
in == $ —2cot T + T cosee? T 
.d— T cot T)®+ T? 


T >0 


and so y(7T)>0. As T-(2p +1)r —, x(T)— », while, if T—2pr + forp 21, 
x(T)—0. Hence, for each positive integer p, there is just one value of t satisfying (4. 4) 
and such that 

(4. 5) 2pr <t<(2p+iM)n. 


We call this value t,. 
I p=0,x(T)>e-!as T-0-+. Hence, according as x > e-! or not, there is 
just one or no value of t satisfying (4. 4) and (4. 5). If it exists, we call this value t,. 
This completes the proof of the first paragraph of Theorem 5. The second follows 
when we observe that 
x(2pr + 4a) =2pan +} 
and so we have 1,2 2pn +4 and „= —t,cott, 20, according as x S2prn +} a. 
Next, if we write u, = — o, and 
V=Vlu) = orte" — u?, 
we see that 5 = V(„,). We have 
EV _ Yatem — u) = em {2a? — o(2u)) 
du 
> e# (2a? — e-!)>0 
for all u, provided x®> 4 e-!. Hence, certainly forra >}, V(u) is a steadily increasing 
function of u and so, since t, ,, > tz, we have 141 > Ay, that is 0,4, < o,, forallp>0. 
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Next suppose x < }. For p 21, we have 


EM, t, p) \ 
(4. 6) = log |”, "> log (?) > log, ) = log4 > 6; 


Again, for u Z u, > 1, we have 
dV 
du 
and since V(w,)=#>0, V increases with u for all u u,. Hence u,;,, > u, for all 
p>1. But, if > a, we have 5 = V(u,) 2 V(u)= ti, which is impossible. Hence 


kı > M- Thus 0,,,<o, for alp>0. 
Again, for all x, by (4.3) and (4. 4), 


x cost= ue"= o(u), 


= 2nte#® — u)=2(V/ +u—u)>V 


which decreases as u increases, provided > 1. Hence, if „,>1 (i.e. 0, <—1), we 
have cos t,;, < cost, and so tan t,,, > tan t,. But, by (4.6), „>1fora<}!n. This 
completes the proof of the third paragraph of our theorem. 


Finally we write t=t, u = u, P=(2p+3)rand n= ult= cott. Asp—«, 


we have 
1 u? +12 it’ 
= _— > ER EM 
u=5 log | za \210g (-) oo, 
xcost= wet = o(u) —0 
and so 7 = eott—0. Thus 0< P—t—0O and n = tan(P — t), so that?) 
t=P—n+0(n?). 





Next 
3 w+l\_ t 
u = 510g ( PR )= log () +0 (m), 
and so 
di En log t igP 
t t pP 
Hence 
Fi P N et P\_ 
u. Iog(—) = o(4) + Om) = Iog (—) +09), 
._.4 _ log(P/a) +O(n?) _ log (P/«) ä 
ner Pral ı. 8 +09) 
and 
A ihr De +0(m?). 


Hence the last part of the theorem. 
From Theorem 1 of [11], (see also [2, 6, 7]), we can deduce 


Theorem 6. If x > e-!, the solution of (1.3) is 


(4. 7) z = Zerr’(A,etr" + A,e "r*), 


p=0 
where A, is defined in terms of the values of z in the initial interral —1 < .c < 0 by 


0 
(4.8) | (6, + 1) A, = 2(0) + 5, [ z(u) e”'r"du. 
-1 
2) See our remark immediately after Theorem 5 about the special significance of the O( ) notation in this 
section. 
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li a = e!, the term corresponding to p = 0 is replaced by 
0 
e-=(22 + 5) 2(0) — e* [.z(u) e"(2x — 2u — }) du, 
-1 


whüe, if x <e!, the same term is replaced by 
Ape®? + Age", 


where A,, A, are defined by (4. 8) with o,, o, respectively replacing s,. In all cases, the series 
(4. 7) is uniformly convergent fr x Z1 + Öforanyö>0. 


Existence of bounded, non-small solutions: Theorem 4. 


5. Throughout this section also we suppose that y(0) > — 1. We prove first two 
almost trivial lemmas. 

Lemma 4. /f y(0))> —1andx>1, the zeroes of y are unbounded. 

Let us suppose that y(0) > — 1, that x > 1 and that the zeroes of y are bounded. 
By Lemma 1, y(x) —0 and so, for 2 > z,, wehavea{l + y(x)} > 1 and y(x) of constant 
sign. If this sign is positive, we have, forz> 2, +1, 

y (2) = — aylze—1)f1 + yla)} <— yle—1)<O 
and y(x) decreases steadily. Hence 
+3 +2 
ya; +3) —ylz +2)= f yir)de<— f yla)de <— ya; +2), 
+2 +1 5 
so that y(2,; + 3) <0, a contradiction. If the sign of y is negative, we reach a similar 
contradiction. Hence the zeroes are unbounded. 

Lemma 5. /f y>0 for —1<x<0, then the distance between successive zeroes 
(if any) of y is greater than unity. Similarly if y(0)> —Aandy<O for—1<r<0. 

Let y(X)=9 and y(z)>0 for X—1<z<X. Then, for X<r<XH+l, 
we have 

y(2) = —ayle —1){1 + ya} <d. 
Hence y(x) decreases from 0 = y(X) and is negative for X<x2<X + 1. Similarly, if 
y(z) <0 for X—1<r<X and y(X)=0, we have y(x)>0 for X<r<X +1. 
The lemma follows by repeated, alternate application of these two results to successive 
zeroes. 

We now suppose that «x > #z, that the distance between the successive zeroes of y 
is greater than 1 (as we may by Lemma 5) and that y—0 as 2 — &. If these hypotheses 
lead to a contradiction, Theorem 4 is proved. 

We write s=o-+ it for the root oa, + it, of (1.4). By Theorem5, «> 0 and 
0 <t<nr. By (1.1), y —0 as well as y and, forany X >0, 


[ey (a) de = —afer"y(e—1)de— a [e=y(x) ya — 1) de. 
X+1 X+1 X+1 
Integrating by parts, we have 
fe" ya) de =—e"Ty(X)+ sfe “= y(x) dr 
X X 


=— eo Iy(X)—a fe *"y(z—A)de, 
x+1 


10* 
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since se = — x. Hence 


X+l 


(5. 1) x [euer — 4)dx = e"y(X) +/ e"y'(x) dx. 
Now let X,, X,, - . . be successive zeroes of y and let us choose X, so that y(x) > 0 
for X, <x<X,. Then, for all odd n, v(X,„ + 1) is a maximum and 
0<y(a) Ss y(X. +1) (K.<xr< Kor), 
while, for all even n, y(X, + 1) is a minimum and 
y(X.+ 1) sy(z) <O (Ku.<z< X) 


Now |y(X»+1)|->-0 as n> ©. Hence we can choose an infinite sequence n(j) 
(j=1,2,...), such that 


YyuR+dIıSsIy nt DI (n > n(j)) 

and so such that 
yalsiy nt! (72 X,g)- 
For any one of these n(j), let us write | 
X= X, M=|yKot+|, E=r—-X—}, 
so that y(X)=0, M +0 and 
IyX+3+9)|IsM ge—h».- 

If we multiply (5. 1) throughout by eX+, we have 


(5- 2) “fe tuiX + IrNyIK—I+NE- ferya +3+Hd. 


The left hand side is less in absolute value then 


oo 


22-30 
xM?® | a 


03 


In the integral on the right hand side of (5. 2), y’(X + 3 + £) is of constant sign, since X 
is a zero of yand X + 1 a maximum or minimum point. Again, frr— 4 ss}, 
RKle*)=e*tcotE>Cl,>0, 


since 0 <t<r by Theorem 5. Hence 


Irferwra+i+nal>c, [va+i+na 
= CG,|y(X +1)— y(X)|= CM. 


It follows that 
20-40 
C,M<s «M°e”? 
o 
and so, since M #0, that 
MC, "od. 


Since M —0 as n(j) > ©, we have our contradiction. 
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Asymptotie expansion of solutions small at infinity. 


6. If we know that y = O(e”°*) as z— ©, we can find an asymptotic expansion 
for 4. We are unable to express the coefficients in this expansion in terms of the values 
of y in the initial interval. None the less the expansion gives us some further information 
about %. 

We arrange the roots of (1. 4) whose real parts are negative in order of non-increasing 
real part and denote them by 

(6. 1) s(1), s(2), s(3),... 

We consider all sums 
(6. 2) S= Em,s(h), 
h 


where every m, is a non-negative integer and & m, > 2. We arrange the $ in order of 
non-increasing real part and denote them by 

(6. 3) S(1), S(2),... 
A little consideration shows that R{S(k)} > — © as h- ©. The results of [9] then 
gives us 

Theorem 7. If y = O(e”°*) for some C > 0, then y(x) has an asymptotic expansion 


(6. 4) z P,e®: + SQ,e®@:, 
-1 


h=1 H 
where the P, are independent of x (except forrx = e!,h=1, when s(1) = —A and P, ıs 
a linear function of x) and the Q, are polynomials in x, each of which can be determined in 
terms of those P, whose s(h) occur in (6. 2) for S(H). 
If & # e-!, the value of P, is given by 


(6.5) P,{s(1) +1} = y(0) + s(1) [ve eidg + sa) [ve yie+1)e War. 
This is readily verified if we notice first that the right hand side of (6. 5) is equal to 

(6.6) yIX +1) er warn + sc Fyio e Wege + (1) f yie) yie +1) er" "tag 
for any X. From (6.4) we have 


y(x) ze P,e®* + P,e'®: + Ofe®- 92), 


Using this in (6. 6) and remembering that both s(1) and s(2) are roots of (1. 4), we find 
that the first two terms of (6. 6) become 


P, {s(1) + 1} + Ole”) 
and the last term is 


(fi ee | ae) = Ole X) ..0 
X J 


as X— o. Hence (6.5) is verified. 

lf «> e-!, the numbers in (6. 1) occur in conjugate pairs, s(2) = s(1), ,=P,, 
and so 

(6. 7) y(z) = P,e®* + P,e'®* — ae” sin (tx + b), 
where s(1)=o-+ ü. If P, +0, the interval between successive zeroes of y tends to 
a/t. If, however, PR= P,= 0, (6.5) is true with P, for P,, s(3) for s(1) and similarly 
for (6.7). 
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“=, Hence, unless P, = 0, the 


lf x <er!, then s(1) = o,,s(2) = o, and y — P,e 
zeroes of y are bounded. 


If x = e-!, then s(1) = — 1 is a double root of (1. 4), 


6.9) Pı= 240) (+ —2/ («3 — 9 y(e) ed 


— 2 fe —3— Hyd) Ye + 1) Ede 


and y, — P,e”*. Unless P, vanishes identically, the zeroes of y are once again bounded. 


It is worth remarking that, if x #e-! (so that we avoid the dependence of P, 
on x) and if no $ is an s (i. e. the sequences (6. 1) and (6. 2) have no member in common), 
allthe Q,, are independent of x. For, under these hypotheses, let the sum (6. 4) be written as 


(6. 9) 2 Zı(2) E®*, 
k=1 


where the sequence {Z{(k)} consists of all the s(k) and the S(H), arranged in order of 
non-inereasing real part. We write (1. 1) in the form 
(6. 10) y’(z) + ay(z — 1) = — ayla) ya—1) 


and substitute the series (6. 9) for y. Equating the coefficients of e’* on both sides, we have 
(6. 11) £ Zx(&) + Ik) Z+(x) + ae” ° Zu(lr — 1) = R,. 


where 
(6. 12) R, = — a ZZ,(2) Z,.(2 — 1) ee’ 
and the sum is taken over all A’, k’ such that 
(k’) + S(k’) = Ik). 
Glearly k <k,k'<k. 
If Z is an $ but not an s, then © + ae * +0 and so, if ax? is the term of highest 
degree in Z(x), the coefficient of x? on the left hand side of (6. 11) is a(© + ae’) #0. 


Hence the degree of Z, is equal to that of A, and a trivial induction on k shows that 
this degree must always be zero, i. e. Z, is independent of x. 


The eharaeteristie number of a small solution. 


7. Theorem 3 tells us that, for x s ? and y(0) > — 1 the solution y-O as 2 — . 
The condition of Theorem 7, however, requires that y = O(e”“”) for some € > 0. We are 
able to fill the gap by the following result. 

Theorem 8. /f x #2kn + $n for any non-negative integer k and if y—-Dası—x«, 
then y = O(e”“*) for some C >0. 

We define the characteristic number ®, = w,(y) of the function y to be the greatest 
lower bound of those real values of o for which 


(7.1) [EI via) I? + | yla) |} er 


converges. If the integral converges for all o, we put w,(y) = — %, and, if it does not 
converge for any o, we put o,(y) = + ®. 
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Next we remark that, if y is a solution of (1. 1) such that y— 0, then y is also a 
solution of the linear equation 


(7. 2) w (x) + Hz) we — 1) = 0, 


where f(x) = a + ay(2)—a as 2 — » and w(z) is the “unknown”. But, by Theorem 2 
of [10], the characteristic number of any solution of (7. 2) belongs to the set M, which 
consists of the real parts of all the roots of (1. 4) together with the number — . 

Since y-O and y’ —0 as z— ©, the integral (7. 1) converges for any positive o. 
Hence »,(y) < 0. But, if x + 2kn +4, 0 is not a member of M and so, in the notation 
of $6, wı(y) < Rfs(1)} = — C. By (2.1) of [10], 

lim =. <S o,(y) 


and so y = Ole”“*). This is Theorem 8. 
When a = 2kn + 4 n, two roots of (1. 4) are purely imaginary and 0 is a member 
of M. It is thus possible (so far as we know) that w,(y) = 0 and the above argument 


breaks down. In this case, however, I have not been able to construct a y such that 
y—-0 and w,(y) = 0. 


Series solutions. 


8. There are a number of solutions of (1. 1) in the form of series and we exhibit here 
some of the simpler examples. We define the sequence {c„} by c, = 1 and 
n—1 
(8. 1) (n—1I)m= Z ontn-me” (n 2). 
m=1 
I discussed this sequence in [8] and showed that c„ = O(e”""), where j(n) — x as 
n— ». It follows that the two series 


Yyılz) = —1— Ze“, y(2) = —1— (I) ner* 
1 n 


Nn= | 
are absolutely and uniformly convergent in any finite interval of x and so are their derived 
series, i. e. the series obtained from them by differentiating term-by-term. In fact, y,(x) 
and %,(xX) are integral functions of x. Putting y,(x) for y(x) in (1. 1), we have to show that 


oo © © 
5 NIC, eN*E Fe 4 + px IR ang ) 2 cu r 
1 


n=1 = i=1 


that is 


Zinn -I)ae® = Ze®# Z cancer" 


n=1 n=1 I+m=n 
and this follows at once from (8. 1). The calculation is similar for %s(2). 


We observe that y,(2 — x,) and y3(z — z,) are also solutions for any x,. Agaın 
yı(2) > —1— and 9(2)——1+ as -—-— ». Now, in Theorems 1 and 4, we may 
replace the interval — 1< x < 0 by any other interval of unit length. Hence we have 


Theorem 9. For every x, and all x, the functions y,(2x — x,) and y(x — x,) are 
solutions of (1.1). Of these, y,(z — x) <—-1 and ya(x — 2,) > — 1 for all x. Again, if 
x>4n, yy(z— 2.) does not tend to O as x— ©, but is bounded. 

Next we write 

_ logn 


zu. > Er 
Sur (n 22). 
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Let u be positive and not one of the r„. We define the sequence {b,} by b, = 1 and 
n—1 
(8. 2) (nem — 1) = I bibn-ıe-"" (n=2). 
I=1 
Since u is not a 7, ne"®-D _4 +0 for anyn 22. We write 


yılu, 2) =, bne-ms, Ys(u, x) =, (— 1)rb„eruz, 
n=1 n=1 


As n>», ner" _1——1 and so, since ne" _4+0 foranyn >22, 


we have 
|ner«"-D _41|>C (n 22). 


Then we can deduce from (8. 2) that 
n—Ll 


4] SC, 3 bb„-ıe" (n 2). 
l=1 


Let us write 
ag Ai C, 
a | 
and suppose that |b„| < C;”""' forri <m<sn—1. (This is certainly true for n = 2.) 
We have then 
n—1 
BIS ER <ar"! 
i=1 
and so this holds by induction for all n. 
Hence the series 
Yıla, 2) = Zune", Yılm, 2) = Z(— 1)" bne"e 
n=1 


n=1 
and their derived series converge absolutely for allx > x, = x,(u) and uniformly in any 
finite interval x, < x S X. If we substitute either y, or y, for yin (1. 1) (say in the form 
(6. 10)) with & = we" and use (8. 2), we see readily that (1. 1) is satisfied. 
For this x, the number — u is either of the real roots of (1.4). By Theorem 5, 
— 0,>1 and so — o, cannot be a r„. I — oc, = r„, we have 
ER log n . 
na dm —1) 


T, 


= — Hd = ze" On 


(say). Hence we must exclude this possibility. 


We have thus proved 
Theorem 10. If 


() a=et, un=—1, 
_ ‚u 
fi) a<et, u-—o, 
or 
(ii) a<et, atu(n 22, u=—o, 


then ys(u, ©— %) and y,(u, 2<— ı,) are solutions of (1.1) for wery z„.andallz>%,+ (u). 


We can also construct a series solution in terms of a pair of conjugate complex 
roots of (1.4). Let s=o +ü = — u+ ütands be such a pair, with o #0,1+0. We 
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say that condition s is satisfied if there is no pair of integers !, m such that > 0,m > 0, 
I+m>2 and Is + ms is a root of (1. 4). We write 
H)=L+ae, 9, = min|dflis +(n—)s}|. 
0sizsn 


If condition s is satisfied, we have Hl(ls + ms) +0forl+m>2and ,>0forn >2. 
We may then take d any real number, write 


=(0, Aue, Ay = er 


and define a„m frrl=20,m >20,l+m2z2by 


I m 
(8. 3) Dls En ms) im —% P- PB; A,y®%,_;, u Ms 
L=0M=0 
Since a9 = 0, the number a,„ occurs only on the left of (8. 3) and so this formula expresses 
Am in terms of those a,,, for which ZL + M <I-+ m. We write y = y3(z) = ys(s, d, x) 
for the series 


Es n 
PR Ws +(n—I 
Ys(s, d, x) — ; P > ._,d (n DE 
n=11=0 


We shall prove 


Theorem 11. If R(s) > 0 and condition s is satisfied, then, for every d and every x,, 
the series y3(s, d, x — x,) and its derived series converge absolutely and uniformly in every 
finite interval of x. The sum-function y;(s, d, x — x,) satisfies (1. 1) for all x. 

If&>}n, the conditions are satisfied for s = s, and Yz(So, d, 2 — x,) does not tend 
0 as x—®. Ifa&>?n, the conditions are satisfied for s = Sı: 


Theorem 12. For every & there is an infinity of s such that R(s) < 0 and condition s 
ıs satisfied. For such an s and any d and x, the series y;(s, d, x — x,) and its derived series 
converge absolutely for <= x, + x,(s) and uniformly in any interval + 2x, sr <X. 
The sum function y;(s, d, x — x,) satisfies (1.1) fr lx 2. +2, +1. 

We prove first 


Lemma 6. (i) For every x, condition s is satisfied for every s for which o < — 1 and 
so for an infinity of s. 

(ü) fx >}, condition s, is satisfied, and if x >, condition s, is satisfied. 

If condition s is false, we have non-negative integers /, m, p, q such that, in the 
notation of Theorem 5, 


s=Is+m, s=s, i+mz2 Iizm. 


fo,=0o<—4, we have o„=(l+m)o<o, and so, by Theorem 5, p >g and 
tan t„>tant,. But 
L. 2 d—m ag Ä 
Bp 3 (HM m Ho 


a contradiction. The first part of the lemma follows. 

f «>%n, ,>0 and Rs, +ms) =(l+m),>o for 1+mZ2. Hence 
Is, + ms, cannot be a root of (1.4). x > x, 0, > and, if condition s, is false, we must 
have 9 = Is, + ms, for sıme l+m>2. Hence 4 = (I— m) t,, which is impossible, 
sinee 0O<4<nr and 27 <t,< 3x. This completes the proof of the lemma. 


tant, = 
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The convergence results in Theorems 11 and 12 follow at once from 
Lemma 7. /f condition s is satisfied and 


An — max | G,n-1 |» 
0sIisn 


we have 

(8. 4) hn = O(C") (o<0) 
and 

(8.5) hu = Ole 7") (a >0), 


where J(n)-» as n—x». 
We have h, = 1 and, by (8. 3), 
n—1 


(8. 6) 9,u<aBmin(N +1l,n—N +A)hyhn_ze””°. 


N=1 
If « >0, we have 
| ls + ms) | 2 (l + m) o — ne="+me 
and so 
In Zno — oe" >Un 
for n>C. But, if condition s is satisfied, , +0 forn>2 and so 9, > C,n for all 
n = 2. Hence we can deduce from (8. 6) that 


n—l1 


nn n Cz P3 hyh,- Pu 
N=1 


where 
C, = max alzte-iN(N +1). 
N21 
If we write h„ = C!"'!H,„, we have H, = 1 and 
n—1 


—-AiN 
nH, < ze H,H,_xe No 
N=1 


From this it follows, by the results of [8], that 4, = O(e”"’®), where j(n)-» asn—». 
The result (8. 5) is immediate. 


lf oa =— u<0, we have 
e's+ms (ls + ms) = (ls + ms) et” + 
= af1 — le! -Derms 4 meet ne 
and so 
em d, > all — ne"). 


asn —oo. Hence e«"9,>C for n>C andso, since 9, +0 for n > 2, we have 9, > Ce" 
for n > 2. From this and (8. 6), it follows that 


n—1 


n—l1l 
(8.7) MSCE(n— N +l)hyh,_ yet P=C EZ (N + hrh,_ye’*. 
N=1 N=1 


We now write C, = (C,(1 — e-#)-? and assume that m sl?" forrismsn—1. 
(This is clearly true for n = 2.) We have from (8. 7) 


n—1 
MC? ZN +N) Er <eH 
7 7 


N=1 


and so this holds by induction for all n. This gives us (8. 4). 
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In view of the convergence results we may substitute the series 4, for y (and its 
derived series for y’) in (1. 1). On rearranging and using (8. 3), we see that the equation 
is satisfied. 

It only remains to show that, for >}, y3(s,, d, x) does not tend to 0 as 2 —«. 
As £>— x, we have 


Ys(s, d, 2) = ae”? + ayıe*?— e** c08 (px + d) 


and so, a8 x — -— ®, the zeroes of y, are spaced at a distance apart which is asymptotie to 
z/ty > 1. Hence y, is of constant sign in some interval of unit length and so, by Theorem 4, 
y; does not tend to O0 as 2 —«. 


lf condition s is violated or if u = r,, we have a, or b„ (as the case may be) not 
defined. We can still construct a series solution, but certain of the coefficients are not 
numbers independent of x but polynomials. Questions of convergence become more 
complicated. Similarly, at the cost of greater complexity, we can construct a series 
solution in terms of s, s, s’, s’, where s’, s’ are another conjugate pair of roots of (1. 4), 
or in terms of still more roots. 


In particular, for x > $, the series constructed in terms of s,, Sp, $ı, sı have only 
constant coefficients. Again, any series constructed in terms of a finite number of pairs 
of $,, $» with o, < — 1 have only constant coefficients. For we can deduce from (4. 1) that 


3 (l,s» + m»s)) 


cannot be a root of (1. 4) if (I, + m,) 2 2. 


Solutions for all x, positive or negative. 


9. We now suppose y a solution of (1.1) (i.e. y exists and satisfies (1.1)) for all 
(real) x. This hypothesis is very restrietive and enables us to determine the properties 
of y with much greater precision than in our earlier theorems. For example, by diffe- 
rentiating (1. 1) repeatedly, we see that y has derivatives of all orders for all x. 

We shall now say that the zeroes of y are bounded to the right if y #0 for any 
x > some z, and that they are bounded to the left if y + 0 for any x < some z;. 

As before we observe that a trivial transformation changes any unit interval of x 
into the initial interval (— 1, 0). Hence Theorem 1 (ii) tells us that, apart from the trivial 
solution y= — 1, either y > — 1 forallzor y<—-1 for all x. Again, if y-las2e—- — », 
then = —A1ori=0. 





Our first result is 

Theorem 13. Let y be a solution of (1.1) for all real «. 
(1) If y> 
(9.1) —l,yla— a), yla— a) 





las > — mw, then y is one of 


for some &,. Of these, yı(z — %) <— 1 and y(x — %) > —1 for all x. 
(ii) /f y is any other solution, then — 1 <y<e*—1 for all x and the zeroes of y 
are unbounded to the left. If x <s 2, y = O identically. 
(ii) Let y>-Dasa>- — ».Ifa<!n, then y=O identically. In <a<Sn, then 
y=0or y= Yzls, d, x — x,) for some d and some xy. 
11* 
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We observe that, when «x < #, we have all the solutions specifically defined, viz. 
those of (9. 1) and y = 0. Just as for Theorem 3, we can prove this (at the cost of greater 
complication of detail) for x <}] and it seems probable that the proof can be extended 
to x < 1 567. 

For larger «, the possibility remains that there may be solutions which do not tend 
to a limit aa x — — x. Theorem 13 tells us that such a solution is bounded and has its 
zeroes unbounded to the left. See also Theorem 14 below. 

The result of Theorem 13 (iii) can be extended to values of a for which5n <a <?n, 
and so on, if we construct more elaborate solutions in terms of s,, Sı, - - - etc. 


Proof of Theorem 13 (i). 


10. f y-— 1 as 2 - — o, we write X = — x, y=—1-— Y(X) so that (1.1) 
becomes 
(10.4) Y(X)=—aY(X){1+ Y(X+1)} 


and Y(X)—0. Hence Y(X) is a solution of the linear equation 
(10. 2) w(X) +aw(X) +A(X)w(X+1)=0, 


where A(X)=aY(X)-0 as X— x. By the results of [10], the characteristic number 
of any solution of (10. 2) must belong to the set M,, which consists of the numbers — « 
and + . It follows, just as in $7 of the present paper, that Y(X) = O(e”°*) and so, 
from [9], just as for Theorem 7 of the present paper, that Y(X) has the asymptotic 
expansion 
(10. 3) Y(X) - 3 D,e"*. 
n=1 
Here the coefficient D, is arbitrary, i. e. its value depends on the particular solution y, 
but the values of D, forn > 2 are obtained by substitution in (10. 4). We find that 
n—l1 
(10. 4) (n— 1) D, = FD,D.-ıe”". 
i=1 
If D, = 0, then D, = Oforalln. If D, > 0, we write D, = + e”** accordingly and make 
the substitution 
D. = (+ 1! me”"* 


correspondingly. We have then c, = 1 and c, defined for n 2 2 by (8.1). Thus we can 


identify these c„ with those of (8. 1). Hence the right-hand side of (10. 3) is a convergent 
series, which we shall denote by f(X), and it is one of 


(10. 5) , -1— „In In I— 


where %,, 4; were defined in $8. We observe that f(X) is a solution of (10. 1) and that 
f{X)>0 as X— ©. Again, if we write 


(10. 6) k(X) = Y(X)— (X), 
we see from (10. 3) that 
(10.7) k(X) = Ole)» 


for every n. 
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To prove Theorem 13 (i) it remains to show that k(X) is identically zero. We do 
this by a further use of the ‘““characteristicnumber” idea of $7 and [10]. If we substitute 
for Y(X) in (10. 1) from (10. 6) and remember that f(X) itself satisfies (10. 1), we have 


(10.8) KK) + + KM) HK) +of(K) KX +1) = 0. 
Hence k(X) is a solution of the linear equation 
(10. 9) w(X) + A(X)w(X) + B(X)uw(X + 1)= 0, 


where 
AX)=all +HX+D HK +N}-a 
and 
B(X) = af(X) > 0 

as X— oo. Hence, by Theorem 2 of [10], the characteristic number of any solution of 
(10. 9) belongs to the set M, considered above (whose members are — x and + ) or 
the solution is identically zero. But, by (10.7), k(X) = O(e”""*) and, by (10.7) and 
(10. 8), k' (X) = O(e”"**) for every n. Hence w,(k) = — » and so does not belong to M.. 
Thus k(X) is identically zero and Y(X) is one of (10. 5). Theorem 13 (i) follows at once. 


Proof of Theorem 13 (ii). 


11. First let us suppose that y <— 1 for all x. From this it follows by (1. 1) that 
y' <0 for all x and so that, as x — — ®, y increases steadily as x decreases and, since it 
is bounded above, must tend to a limit I. By (1.1), 1=0 or —1 and, in this case, 0 is 
excluded. Hence, if y<—1 for all z, y„>-— 1 as er -— ». 

Now let us suppose that % does not tend to —1 as ce —-— x. As we have just 
seen, y must be greater than — 1. Let X = — x, y(z) = g(X). We have 


(11.1) ge (X) =og(X+1){1 +g(X)}- 
If g(X)<0 forall X> X, we have g(X)<0 for X> X, + 1 and so g(X) decreases 
steadily as X — ©. Since g(X) > —1,g(X) must tend to a limit, either 0 or — 1, in this 


case — 1. But this is excluded by hypothesis. 
Next we suppose that g(X) > 0 for all X> X,. By (11.1) g(X’) > 0 and so 


xg(X) <oag(X +1) = ee Fre 


ee Fu les) 
{RP dX (g(X))' 
whence, if X, > X, > X,, 
x, 
d 1 1 1 
S ax le] = a 
1 1 
tz 
If we keep X, fixed and let X,— , this is impsssible. Hence g(X) cannot be of constant 
sign for X> X,. The zeroes of g(X) are unbounded to the right, i. e. the zeroes of y 
are unbounded to the left. 
Hence the whole z-axis is divided by successive zeroes into intervals®), in each of 
which either y< 0 or y attains its greatest value at a maximum, say x = X. But, just 
as at the end of $2, we can prove that y(X) <e —1. 


X, + 


®) If the zeroes are bounded to the right, there is a semiinfinite interval on the right. In such an interval it 
is still true that the greatest (least) value is attained at a maximum (minimum). 
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We now define u and —v, not as in $3 as the upper and lower limits of y as 
7 + ©, but as the least upper bound and the greatest lower bound of y for all real «. 
For any e > 0, we have (3. 1) true for all x and we can find a maximum point X at which 
y(X)>u—e and a minimum point X’ at which y(X’) <—v-+e. Hence all the 
arguments of $ 3 apply to our new u and v and we find that, forra <3,u=v=i.e. yis 
identically 0. This completes the proof of Theorem 13 (ii). 


Proof of Theorem 13 (iii). 


12. If y—-0 as 2 + — x, we again make the substitution which led to (11.1). 
Theorem 2 of [10] tells us that either w,(g) belongs to M,, or g= 0 identically for 
X > some X,. In this case M, consists of the real parts of the roots of 

(12.1) —se"' +0 =0 


and the number + ». Since g—0, however, w,(g) < 0. 
lf x < }$n, the closed set M, lies wholly to the right of o = 0, by Theorem 5. Hence 
«,(g) eannot belong to M, and so g = 0 identically for X > X,. It follows trivially that 


y=y=0forall x. 

f 3n <a<35n, Theorem 5 tells us that M, has only one non-positive member, 
viz. — o,, and — 0, < 0. Hence, unless g = 0 identically, &,(g) = — o, and g = Ole” **) 
for some € > 0. We can therefore apply the theory of [9] to the equation (11. 1) and we 
find the asymptotie expansion of g(X), if g(X) is not identically zero, to be the series 

F(X) = ys(s, d, — X — 70) 

for some d and some x,. By Theorem 11, this series converges for all X and satisfies 
(11.1). Again, as X — x, we have F(X) —0. 

If we write 

k(X) = g(X)— F(X), 

we find that k(X) = O(e ”") for all n and that k(X) satisfies the equation 

(12.2) A(X)=afl + F(X)}kKIX +1) +a{F(X +1) +KIX +1)}KX). 


Hence k(X) is a solution of the equation 
w(X) = A(X)w(X +1) + B(X)w(X), 

where 

A(X)=a+oaF(X)-a, 

B(X) = aF(X) + ak(X) + 1) 0 
as X— o. Hence either »,(k) belongs to M, or k is identically zero for X > some X. 
Now k(X) = O(xz””*) for alln, and the same is true for k’(X) by (12.2) and so 
©(k) = — ©. Since — ® does not belong to M,, k=0 for X > X,. From this it fol- 
lows that k = 0 for all X and so 


y(x) = g(X) = F(X) = y;(5,, d, 2 — 2). 


Analytie solutions. 


13. To conclude we prove the following theorem. 


Theorem 14. // y(x) is a solution of (1.1) for all real x, then y(x) is an analytic 
function of x in a strip of finite width enclosing the real axis in the complex x-plane. 
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fi y-—1 as 2- — ©, y is one of the three functions (9. 1), one of which is a 


constant and other two integral functions. We may therefore suppose that y does not 
tend to —1 as r- » — , whence 


: by 


—1i1<y<e—1 


Theorem 13 (ii). Hence A, the upper bound of | y(x) | for real x, exists. We shall 


prove by induction that 


n 


(13. 4) a yla)| Sort + Artınl. 


This is clearly true for n = 0 (with 0! = 1). Suppose it true frrO <n <N. By (1.1) 
and Leibniz’ theorem, we have 


N I 
da) | = aD + zZ, ra ya) 


r=0 


r=1 


Sale 14 ua +2[,)I ra ren) 


IA 


N 
ed + A)”+? N! + Nil + A)” Hua) 


r=1 


art 4 AFEN HAI. 


The induction is established. 


By Theorem 1 of [5], (13. 1) implies that y(x) is analytie in any finite interval of 


the real axis. Associated with any particular real x, say x,, we have a Taylor series ex- 
pansion for y(x), viz. 


un An) (Tr 
a) + ze 
n=1 " 
valid for all complex x such that 
1 
TRASH 


Hence y(x) is regular in a strip of finite width enclosing the real axis. 


) 


3. 
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Über die Partialbruchzerlegung 


in nicht notwendig kommutativen euklidischen Ringen *). 


Von Heinz Jörg Claus in Philippsthal. 


Unter einem kommutativen euklidischen Ring verstehe man eine Struktur €, die 
das folgende Axiomensystem A erfüllt: 

A,. E ist ein Integritätsbereich. 

A,. Es gibt eine eindeutige reellwertige Funktion w(a), w(a) > 0, der Elemente a + 0 
von E, die sogenannte Wertfunktion. Der Wertevorrat von w besitze keine Häu- 
fungspunkte. 

A,. Zu beliebigen a,b +0 aus & gibt es q,re&, so daß entweder a—= gb +r und 
g(r) < g(b) oder r = 0 gilt (Divisionsformel). 

Bisher forderte man außer A meistens noch die van der Waerdensche Bedingung: 
w(ab) > w(a) für ab + 0. Wir verzichten auf sie, da sich in jedem A erfüllenden Ring 
eine Wertfunktion mit van der Waerdenscher Bedingung einführen läßt. Überdies läßt 
sich zeigen, daß diese Bedingung äquivalent damit ist, daß assoziierte Elemente gleich- 
bewertet sind. Diese Tatsachen lassen sich auch ins Nichtkommutative übertragen. 

$ 1 handelt von zwei Sätzen über kommutative euklidische Ringe und Hauptideal- 
ringe: 

Zwischenringe von euklidischen bzw. Hauptidealringen und ihren Quotientenkörpern 
sind wieder euklidisch bzw. Hauptidealringe. 

Jeder ZPE-Ring mit endlich vielen paarweise nichtassoziierten Primelementen ist 
euklidisch. 

Diese Ringe sind übrigens entweder Körper oder die Menge ihrer Einheiten ist 
unendlich. 

Herr Ostmann!) hat die Frage nach den euklidischen Ringen aufgeworfen, in denen 
die Partialbruchzerlegung erster Form eindeutig ist, und kommt zu dem Ergebnis, daß 
genau die zu den Polynomringen einer Transzendenten über einem Körper isomorphen 
Ringe diese Bedingung erfüllen. Dabei wird noch verlangt 

w(ac) < w(bc) > w(a) < w(b). 
Die gleiche Frage stellen wir für nichtkommutative euklidische Ringe mit einseitiger 
Division, etwa Rechtsdivision, nachdem wir eine Verallgemeinerung der bislang nur in 
kommutativen Ringen erklärten Partialbruchzerlegung erster und zweiter Form definiert 
haben. Während im Kommutativen die Partialbruchzerlegung erster Form für Elemente 


: des Quotientenkörpers definiert ist, wobei die b, paarweise teilerfremd 


 Dibar bu 
*) Auszug aus der unter dem gleichen Titel von der Mathematisch-Naturwissenschaftlichen Fakultät der 

Freien Universität Berlin angenommenen Dissertation (D 188) des Verf. Referent: Prof. Dr. H. Ostmann. 

ı) H.Ostmann, Euklidische Ringe mit eindeutiger Partialbruchzerlegung, J. f. M. 188 (1950), 150—161, im 


folgenden mit (Ostmann) zitiert. 
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sind, erweist es sich im Nichtkommutativen als zweckmäßig, die Partialbruchzerlegung 
für Elementpaare (a,b = b,:-- b„) zu definieren und sie als Ringformel zu schreiben, 
da ein Kürzen nicht in gleicher Weise wie im Kommutativen möglich ist. Die b, müssen 
der Bedingung genügen, daß für den größten gemeinsamen Rechtsteiler 


(bb, dub) il für iel,..„n—A 


gilt, was im Kommutativen mit der Forderung der paarweisen Teilerfremdheit identisch 
ist. Für jedes Elementpaar, das dieser Bedingung genügt, existiert die Partialbruch- 
zerlegung erster Form. Um das Ergebnis von Herrn Ostmann verallgemeinern zu können, 
hat man den Begriff „Euklidischer Ring mit eindeutiger Partialbruchzerlegung‘‘ neu 
zu fassen. Ein Ring mit eindeutiger Partialbruchzerlegung soll die Eigenschaft besitzen, 
daß in zwei Partialbruchzerlegungen erster Form mit gleichen ganzen Bestandteilen der 
gebrochene Teil eindeutig bestimmt ist. Die zu den nichtkommutativen Polynomringen 
isomorphen Ringe, deren Theorie von Herrn Ore entwickelt wurde?), und nur diese be- 
sitzen diese Eigenschaft. Diejenigen unter ihnen, in denen die Partialbruchzerlegung 
erster Form nicht nur bei Vorgabe des ganzen Teils sondern überdies stets eindeutig be- 
stimmt ist (Ringe mit absolut eindeutiger Partialbruchzerlegung), sind, wie sich zeigen 
läßt, genau die kommutativen Polynomringe. 


$3 enthält Bemerkungen über die Wertfunktionen kommutativer Polynomringe. 
Es läßt sich zeigen, daß die Wertanordnung von Polynomen verschiedenen Grades bei 
jeder Wertfunktion die gleiche ist und daß allein die Wertfunktionen erster Art distributiv 
sein können; außerdem wird ein einfacher Beweis des Satzes von Herrn Ostmann?) ge- 
liefert, der besagt, daß die einzigen kommutativen euklidischen Ringe mit Wertfunk- 
tionen sowohl erster als auch solchen zweiter Art die Polynomringe sind. 


81. 


Bemerkungen zu den kommutativen euklidischen Ringen und den Hauptidealringen. 


Definition. Ein Hauptidealring ist eine Struktur 9, die das nachstehende Axiomen- 

system A* erfüllt: 

A,. 9 ist Integritätsbereich. 

A,. In 9 läßt sich eine Funktion w(a), die sogenannte Wertfunktion einführen, die 
jedem a + 0 aus 9 eindeutig die reelle Zahl w(a) > 0 zuordnet. Der Wertevorrat 
von w besitzt keine Häufungspunkte. 

A#. Zu beliebigen a,b +0 aus 9 gibt es nme) mit w(na — mb) < w(b) oder 
na — mb = (0), und n prim zub, d.h.n/’b-dn=cmüde9. 

Definition. Ein Hauptidealring € heißt kommutativer euklidischer Ring, wenn € 

eine Wertfunktion besitzt, für die an Stelle von A$ das folgende Axiom gilt: 

A,. Zu beliebigen a,b #0 aus & existiert ein ge E mit w(a— gb) < w(b) oder 
a—ob=0. 

In einer Arbeit von Herrn Hasse*) findet sich der Satz, daß A* zuzüglich der Distri- 

butivität der Wertfunktion die notwendige und hinreichende Bedingung dafür darstellt, 


2) Ö.Ore, Iheory of non-commutative polynomials, Annals of Math. (2) 834 (1936), 49°—508, im folgenden 
mit (Ore) bezeichnet. 

3) (Ostmann,) Satz 17. 

*) H. Hasse, Über eindeutige Zerlegung in Primelemente oder Primhauptideale in Integritätsbereichen, J. f. 
M.159 (1928), 3—12. Herr Hasse verlangt in seinem Axiomensystem die Wertfunktion' distributiv. 
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daß in einem Integritätsbereich jedes Ideal Hauptideal ist. Aus Herrn Hasses Beweisen 
geht jedoch ohne nennenswerte Abänderung hervor, daß man die Wertfunktion nicht 
distributiv fordern muß, d.h. es gilt: 

Satz 1. In jedem Hauptidealring läßt sich eine Wertfunktion einführen, die den Be- 
dingungen A,, Af genügt und überdies distributiv ist (d.h. w(ab) = w(a) w(b)). 

Satz 2. Ist $ Hauptidealring, so ist jeder Zwischenring R zwischen 9 und seinem 
Quotientenkörper D(9) wieder Hauptidealring. Ist $ überdies euklidischer Ring, so ist auch 
NR euklidischer Ring. 

Beweis. In $ ist jedes Element eindeutig in endlich viel Primelemente zerlegbar'; 
N entsteht daher aus $ durch Adjunktion einer (endlichen oder unendlichen) Menge WM 
Inverser von rn zu 9, läßt sich also N R=9H ur Somit hat jedes 
Element von R die Gestalt I1pi a, ), 20 und ganz, n EM,aced, - > 4 M-ptaind. 

i=1 
In 9 sei eine Wertfunktion w(x) erklärt. Aus dieser läßt sich eine Wertfunktion g(x) 
für AR gewinnen, die definiert ist durch die Gleichung: 


e| 11p%a) = via). 


i=1 


zum g(x) das Axiom A# erfüllt, zeigt man auf folgende Weise: Zwei Elemente Ip} 'q, 
i=1 

D gjib in der BE: Gestalt seien vorgegeben. Man kann sie durch Umbezeichnung 

i=1 


auf die Gestalt Ipka, ur: “b bringen. Dabei ist N <n-+ m und gewisse der /,, u; 


können gleich Null sein. Ri 9 gilt nun na = mb + r, und es ist darin n prim zu b und 
entweder r = 0 oder w(r) < w(b). Daraus erhält man als Gleichung in R 


N 
näipke = (pm m) Ip + Ip" 


i=1 i=1 i=1 
und es ist n prim zu IIpib. Für r = O gilt demnach A#. Für r + 0 ist e( It ir) < < w(r), 


i=1 i=1 


da r möglicherweise noch Teiler pe M besitzt. Somit ergibt sich 
N N 
e( IIpt%0) = v0) > win = (pie), 
i=1 ) i=1 


und A# ist auch für r # 0 erfüllt. 

Die Aussage des Satzes für euklidische Ringe beweist man analog. 

Satz 3. Jeder ZPE-Ring R (speziell also auch jeder Hauptidealring) mit endlich viel 
paarweise nicht assoziierten Primelementen ist euklidisch und besitzt neben anderen auch 
distributive Wertfunktionen. 

Beweis. Zu zwei teilerfremden Elementen a = a,0°':mEeR, b = bb,‘ bmeR 
— die a,(i=1,...,n) und die b,(k =1,..., m) seien Primelemente — läßt sich stets 
ein q finden, so daß in a= gb + e der Rest e eine Einheit von R ist. Man wähle ein- 
fach q so, daß jedes Primelement, das nicht in a oder b aufgeht, in g aufgeht, während 
keines der Primelemente a;, b; in qg aufgeht. Haben a und b den größten gemeinsamen 
Teiler d, so findet man in gleicher Weise ein’g, so daß a=gb-+.d gilt. Durch die Fest- 
setzungen w(e) = 1 für die Einheiten e, w(p) > 1 beliebig für die Primelemente p und 
w(ab) = w(a) w(b) erhält man eine distributive Wertfunktion. 

Satz 4. Ein ZPE-Ring mit endlich vielen paarweise nichtassoziierten Primelementen 
ist entweder ein Körper — (er besitzt also keine Primelemente) — oder die Menge seiner Ein- 
heiten isi unendlich. 
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Beweis. Pı, Pas - - - Pan Sei eine Menge nichtassoziierter Primelemente von R, so daß 
jedes nicht in ihr enthaltene Primelement zu einem der p, assoziiert ist. Dann sind die 
Elemente p,Ps°** Pp„_ı + Pk = e, Einheiten (k=1,2,...), und esgilt , + e, für! +k. 
Andernfalls ergäbe sich nämlich (mit k > I): pt — pl =0 = pf, (p{""—1) und es wäre 
p*"= 1. Entsprechend erhält man für jedes p, ein A,, so daß pi = 1 ist. R wäre also 
endlicher Integritätsbereich und somit ein Körper. 


82. 


Niehtkommutative euklidische Ringe mit eindeutiger Partialbruchzerlegung. 


Nunmehr lassen wir die Forderung der Kommutativität fallen. 

Definition 1. Eine Struktur & heißt euklidischer Ring mit (etwa) Rechtsdivision, wenn 
die Axiome B erfüllt sind: 

B,. € ist ein nullteilerfreier Ring. 

B,. In € läßt sich eine eindeutige reellwertige Funktion w(a) > 0, die sogenannte 
Wertfunktion, für alle Elemente a + 0 von & einführen, deren Wertevorrat keine 
Häufungspunkte besitzt. 

B,. Für je zwei Elemente a,b + 0 aus & gilt mindestens eine Formel der Gestalt 

a=gb+rmir,ge& undr=( oder w(r) < w(b) 
(Formel der Rechtsdivision). 
B,. Sind die Elemente a, b, c aus & ungleich Null, so gilt stets: 
w(a) < w(b) «> w(ac) < w(be). 
B,. Sind die Elemente a, b aus & ungleich Null, so gilt stets 
w(ab) = w(ba). 

Ganz analog definiert man den euklidischen Ring mit Linksdivision. Die bekannten 
kommutativen euklidischen Ringe erfüllen B°). 

Definition 2. Die Menge aller Elemente gleichen Wertes heiße Wertklasse. ®,, ®ı. - 
stelle die nach wachsenden Werten geordnete Folge von Wertklassen dar. 

Satz 1. 1e €. 

Beweis. Es sei ae € beliebig, a,€ ®,. Zufolge B, gilt dann a = ga,. Ferner ist 
4, = ea, wieder wegen B,, also aa, = aea,. Dann folgt wegen der Nullteilerfreiheit von € 
aus (a — ae) a, = 0, daß a = ae für alle ae € ist. Andererseits gilt für beliebiges a + 0 
und alle x 

ac —ex) =ar —aerr =ar —ar=(, 
der Nullteilerfreiheit zufolge also x — ex = 0), so daß sich e als universelle Rechts- und 
Linkseins erweist. 

Satz 2. Die Aussage, daß assoziierte Elemente stets gleichbewertet sind, ist äquivalent 
mit der van der Waerdenschen Bedingung w(ab) = w(a) für alle ab #0. Gleichheit besteht 
genau dann, wenn b Einheit ist. 

Beweis. Es genügt zu zeigen, daß w(ba) > w(a) für jede Nichteinheit 5 gilt. Dann 
gilt wegen B, auch w(ab) > w(a). Im Widerspruch zur Behauptung möge es eine Nicht- 
einheit 5 mit w(ba) < w(a) geben. a = gba + r sei eine Divisionsformel für a, ba. Dann 
kann r nicht gleich Null sein, da 5 Nichteinheit ist. Es gilt also w(r) < w(ba). Folg- 
lich gilt w(r) = w((1 — gb) a) < w(ba) < w(a). 

5) Ungeklärt ist, ob in euklidischen Ringen ohne B, stets auch Wertfunktionen angegeben werden können, 
die B, erfüllen. 

12* 





92 Claus, Partialbruchzerlegung in euklidischen Ringen. 


Ferner kann 1 — gb nicht selbst Einheit sein, da assoziierte Elemente als gleich- 
bewertet vorausgesetzt sind. 1 — gb und a erfüllen demnach die gleichen Voraussetzungen 
wie b und a; das Verfahren läßt sich daher fortsetzen. Es führt zu einer unendlichen 
Folge von Elementen, deren Werte nach unten beschränkt sind. Im Widerspruch zu B, 
enthielte die Wertmenge einen Häufungspunkt. Der Beweis für die Umkehrung läßt sich 
leicht aus dem Kommutativen übertragen. 


Satz 3. Zu jeder Funktion w(a), die B,, B,, B, und B, erfüllt, läßt sich eine Funktion 
w*(a) finden, so daß außerdem w*(a) < w*(ab), also die van der Waerdensche Bedingung gilı:. 

Beweis. Nach Satz 2 müssen bezüglich w*(a) assoziierte Elemente gleichen Wert 
besitzen. Man erreicht das, indem man allen Elementen einer Klasse von zueinander 
assoziierten Elementen den Wert eines bezüglich w(a) minimal bewerteten Elements a,, 
als neuen Wert w*(a) zuschreibt. Stets gilt also 


w*(a) = W*(a„) = W(an) S w(a). 


Nun ist noch zu beweisen, daß w*(a) das Axiom B, erfüllt. 

In der Klasse der zu a + 0 assoziierten Elemente gibt es wegen B, ein minimal be- 
wertetes Element der Gestalt a„ = e!a; e sei darin eine Einheit. 5 sei ein beliebiges Ele- 
ment von &E und b = ga„+r = ge-!ea„ + r eine Divisionsformel für (b, a„). Ist r = 0, so 
stellt sie auch eine Divisionsformel b = g’a mit g’ = ge! für (b, a) bezüglich w* dar. Für 
r #0 schließt man: 

w*(b — 9a„) S w(b — 94„) < w(a„) = w*(a), 
w*(b — ge-!ea,) = w*(b — g’a) < w*(a). 


In diesem Fal! erhält man demnach b = g’a + r als Divisionsformel für (a, b) bezüglich w*. 
Die Beweise der folgenden Sätze 4, 5 und 6 sind einfach und lassen sich aus dem 
Kommutativen übertragen. 


Satz 4. 1e ®W,. 
Satz 5. W, ist identisch mit der Gruppe der Einheiten von &. 


Satz 6. Jede das Axiomensystem B erfüllende Wertfunktion eines euklidischen Ringes 
erfüllt auch die van der Waerdensche Bedingung w(ab) = w(a). 


Satz 7. Jedes Element aus & läßt sich in endlich viele Primelemente zerlegen. 

Bemerkung. Die Primelementzerlegung ist nicht notwendig eindeutig®). 

Beweis. Durch Induktion nach Wertklassen. 

Die Aussage a teilt 5 rechts, d. h. b = ca, werde im folgenden bezeichnet durch a |, 5; 
analog a teilt 5b links durch a |,b. 


Satz 8. Zu je zwei Elementen a, b #0 aus © existiert bis auf Einheiten eindeutig der 
größte gemeinsame Rechtsteiler (a, b), = d, d.h. ein Element d mit der Eigenschaft: Aust |, a 
und t |, b folgt t |, d, und es lassen sich Elemente x, y bestimmen, so daß d = xa + yb = (a,b), 
gült. 

Der Beweis wird ebenso wie im kommutativen Fall geführt. 

Satz 9. Zu je zwei Elementen a,b + 0 aus & existiert bis auf Einheiten eindeutig das 
kleinste gemeinsame Linksvielfache [a,b], = a,b = b,a, d.h. ein gemeinsames Linksviel- 
faches der Elemente a, b, das von allen gemeinsamen Linksvielfachen von a und b den kleinsten 
Wert besitzt. 


#) Nach (Ore) besitzen jedoch alle Primelementzerlegungen eines Elements die gleiche Anzahl von Primfaktoren. 
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Herr Ore entdeckte eine mit dem euklidischen Algorithmus zusammenhängende 
Formel für das kleinste gemeinsame Linksvielfache’), aus der wir eine wichtige Folgerung 
für den Wert des kleinsten gemeinsamen Linksvielfachen ziehen werden. 

Ein euklidischer Algorithmus der Elemente f,, f& #0 aus E möge die folgende 
Gestalt besitzen: 

h =-ahtk, 
h =-uhtl 


(1) 


In-2 = In-aln-ı + In» 
fn-ı = M-ıln- 
Ist a = be, so sei es im folgenden zunächst formal gestattet auch 5b = ac! zu schrei- 
ben. Mit dieser Schreibweise ist der folgende Satz zu verstehen. 
Satz 10. /st ein euklidischer Algorithmus (1) zweier Elemente f,, f, bekannt, so kann 
man [f}, fe]ı abgesehen von Assoziierten explizit angeben. Es gilt nämlich 


(2) Us fe > n-ıla ') (In-2 Wa) he en (hf, ') (fat ') f:- 
Folgerung aus Satz 10: Ariom B, liefert 
(3) ul, fl) = ulhılllı, Fo)r ')- 


Die Beweise zu Satz 9 und Satz 10 erhält man durch eine kleine Umarbeitung aus 
den entsprechenden Beweisen bei (Ore). Sie werden daher fortgelassen. 

Die Existenz eines kleinsten gemeinsamen Links-(Rechts-)Vielfachen in einem 
nullteilerfreien Ring R ist nach einer Untersuchung von Herrn Ore®) notwendig und hin- 
reichend dafür, daß R sich in einen Quotientenschiefkörper einbetten läßt. Demgemäß gilt 

Satz 11. Ein euklidischer Ring & mit (etwa) Rechtsdivision läßt sich in einen Quotien- 
tenschiefkörper D(E) einbetten, dessen Elemente die Gestalt 

q = 2 a-ıb mit a,beE& bzw. =y” ba-! 
a a 


besitzen. Für Summe und Produkt zweier Elemente aus D(E) bestehen die Definitions- 
gleichungen: 


- 4 e = u mit m = [a, c]ı = ac = ca, 
a c m 
b d b,d ie m 
er hee mit [b,cı =b,e = ab. 
Außerdem gilt 
(2) A 
a) 2 


Bemerkung. Wie man sieht, sind Summe und Produkt eindeutig bestimmt, obwohl 
das kleinste gemeinsame Vielfache nur bis auf Einheiten eindeutig bestimmt ist. 

Definition 3. Eine Faktorzerlegung eines Elements b = bb,‘ 'b,n>1, in der 
alle 5, Nichteinheiten sind und für die die Bedingung (b,‘*- b5,-,5), =1miti=2,...,n 
erfüllt ist, heiße Rechtsfaktorzerlegung. Sie heiße Rechtsprimfaktorzerlegung, wenn zudem 
alle db; Primelementpotenzen sind. Außerdem sei jedes Element Rechtsfaktorzerlegung 
von sich selbst, analog jede Primelementpotenz Rechtsprimfaktorzerlegung von sich selbst. 





?) (Ore). 
8) Ö, Ore, Linear equations in non-commutative fields, Annals of Math. 82 (1931), 463—477. 
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Definition 4. Unter einer Partialbruchzerlegung erster Form eines geordneten Ele- 
mentpaares (a, b) mit {a,b + 0} < € bezüglich der: Rechtsfaktorzerlegung b = b,b,: :: b, 
verstehe man eine Darstellung 


a= RbB + RbB,+' "+ RbB+nB+nB+-- +rB, 


(4) Er. E(R,b, B, + r,B,). 
v-]1 


Darin sei 

B; u bb,‘ bi-1birı‘ bn, 
und es gelte 

w(r,) <w(b,) oder r, =. 


Dagegen heiße eine Darstellung 


a= R,p*IT, + R,p&Il, +--- + R,p/»IT, 
ii (r;, + ri, ıPı +... + rn. ph') IT, 
+(rg, + ron-ıPe +" + ra p#-') IT, 


(4‘) 
* (Pain tr Tin ıPn une pe") II, 


n >» 
ng ZR,p/ II, + Zr,p, "D.: 
v-|] “=1 


worin 
i 4-1 „44 An 
I, = pr °**’ Pin Pıyı Da 

und 
w(r,) <w(p,) oder r. = 0 


gilt, Partialbruchzerlegung zweiter Form des geordneten Elementpaares (a, b) mit a,b + 0 
bezüglich der Rechtsprimfaktorzerlegung b = pl! p}- - - p/r. 


Im folgenden wird in (4) für 5, = 5 R,b,B, die Bezeichnung ganzer Bestandteil, für 


n v=1 


G= $r,B, die Bezeichnung gebrochener Bestandteil der Partialbruchzerlegung erster 
v=1 


Form verwendet. 

An Stelle von Partialbruchzerlegung erster bzw. zweiter Form des Elementpaares 
(a,b) bezüglich der Zerlegung b,b,‘- b„ sagen wir kürzer Partialbruchzerlegung erster 
bzw. zweiter Form von (a, b,b,‘ ** b„). 

Bemerkung. In dem Quotientenschiefkörper eines nicht kommutativen euklidischen 
Rings kann man (4) und (4°) durch b z. B. rechts dividieren; es ist jedoch im allgemeinen 
nicht möglich, in gleicher Weise wie im Kommutativen — wo beim Kürzen eine Verein- 
fachung eintritt — zu kürzen. 


Satz 12. In einem euklidischen Ring existiert zu jedem Elementpaar (a, b = b,b,‘ ': b,) 
mit a,b +0 eine Partialbruchzerlegung erster Form (4). 


Beweis. b,b,‘: b„ sei eine Rechtsfaktorzerlegung von b. Der Beweis wird geführt 
durch vollständige Induktion nach der Anzahl n der Faktoren von b. Durch 


B® — bi bad für k>i undisk, BW=1 


werde das im folgenden verwendete Symbol B{ definiert. Für n = 1 gilt der Satz 12, da 
B — 1 ist und somit die Divisionsformel a = gb + r eine Partialbruchzerlegung erster 
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Form darstellt. Nun nehme man den Satz als bewiesen an für allen <m-—-1. Da 
b = b,bg‘ ** bm Rechtsfaktorzerlegung ist, erhält man nach Satz 8 

ne a SEE u eo 20 
Linksmultiplikation mit a ergibt 

= Zubı‘ Da + Du 


Nach Induktionsannahme existiert für (1, bb,‘ b,,-,) eine Partialbruchzerlegung 


m—1 
1= Z(R,b,B"")+y,B)). 


v-1 
Man kann daher schreiben: 


ra—1 
a= %d,b>° .. b„ + «(2 (R,b, Bi" 1) 4 y, Bi" ı)) b,, 


v1 


= S(zR,b,B® + x,B®) mit R„=0 und y,=z,. 
v1 


Axiom B;, liefert 
x, = b, + r, mit w(r,) <w(b,) oder r, = 0 
und 
a— P ((zR, + q,) b, 3 r En 2) "T 3(Q,b, Bi + f B). 
v»=-1 v=1 


Dieser Ausdruck ist eine Partialbruchzerlegung erster Form für (a, bb, - b„), und Satz 12 


ist damit bewiesen. 


Satz 13. Besitzt das Element b +0 eine Rechtsprimelementzerlegung p}: pi: p}r, 


so existiert eine Partialbruchzerlegung zweiter Form für jedes Elementpaar (a, p}‘--- p}r), 
für das a #0 ist. 
Beweis. Nach Satz 12 existiert eine Partialbruchzerlegung erster Form (4) für 


(a, pfp}--- pn). Man bilde nun füri=1,...,n die Divisionsformeln 
 ; 
T; r; P: + "ii; ’ 
(1) 
r; T; P:; r "ia, 19 
(4-2) _ pl) 
r; ß T; : Pi + Tas 


J—l A; 
Hu 
und setze beginnend mit der letzten sukzessive jede in die vorhergehende ein. Man erhält 


dann für die r, einen Ausdruck, der, in die Partialbruchzerlegung erster Form eingesetzt, 
diese in eine Partialbruchzerlegung zweiter Form verwandelt. 


Definition 5. Eine Wertfunktion heiße von erster Art, wenn bei zwei Partialbruch- 
zerlegungen erster Form von (a, bb,‘ - b„) mit gleichen ganzen Bestandteilen notwendig 
die gebrochenen Bestandteile identisch sind und im Fall n = 1 (Divisionsformel) die 
Partialbruchzerlegung erster Form von (a, b) stets eindeutig bestimmt ist. 

Eine Wertfunktion, die diese Bedingung nicht erfüllt, heiße von zweiter Art. Sind 
bezüglich einer Wertfunktion erster Art überdies auch die ganzen Bestandteile notwendig 
eindeutig, so sprechen wir von absolut eindeutiger Partialbruchzerlegung. 

Daß bei einer Wertfunktion erster Art in einer Partialbruchzerlegung erster Form 
von (a, b,‘:: b„) die ganzen Bestandteile eindeutig festliegen, wird also nur fürn = 1 
gefordert. 
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Definition 6. Besitzt ein euklidischer Ring eine Wertfunktion erster Art, so heiße 
er Ring mit eindeutiger Partialbruchzerlegung. Unter einem Ring mit absolut eindeutiger 
Partialbruchzerlegung verstehe man einen euklidischen Ring, der eine Wertfunktion mit 
absolut eindeutiger Partialbruchzerlegung besitzt. 

Definition 7. Eine beliebige reellwertige eindeutige Funktion f(x) heiße nicht- 
archimedisch, wenn sie gerade ist und der Funktionalungleichung 


f(x + y) < max (f(x), f(y)) 


genügt. 
Satz 14. Ist f(x) nichtarchimedisch und gilt f(x) + f(y), so folgt 
(5) f(z + y) = max (f(x), f(y))- 


Beweis. Siehe eine Arbeit von Herrn Ostrowski?). 

Als Kriterium für euklidische Ringe mit eindeutiger Partialbruchzerlegung erhält man 

Satz 15. Ein euklidischer Ring ist dann und nur dann Ring mit eindeutiger Partial- 
bruchzerlegung, wenn sich in ihm eine nichtarchimedische Wertfunktion erklären läßt. 

Beweis. Zu zeigen ist, daß jede Wertfunktion erster Art nichtarchimedisch ist und 
umgekehrt. 

Zunächst sei € Ring mit eindeutiger Partialbruchzerlegung. Wäre die Behauptung 
falsch, so gäbe es a, b mit w(a + b) > max (w(a), w(b)), wobei w irgendeine Wertfunk- 
tion erster Art sei. Dann lassen sich aber sofort zwei voneinander verschiedene Divisions- 
formeln für a, a + b angeben, nämlich 

a=0la+b)+ta, 
a=1Al(a+b) —b. 
Folglich muß jede Wertfunktion erster Art nichtarchimedisch sein. 

Zum Beweis der Umkehrung nehme man die Wertfunktion w(a) in € nichtarchi- 
medisch an. Man betrachte zwei Partialbruchzerlegungen des Paares (a, b,b,‘ :- b„) mit 
gleichen ganzen Bestandteilen: 


a=S+3r,B,=S5S+yr,B,. 
v-1 y-1 
Es folgt: 
(6) S(r, —r,) B, rn 0. 
v„=-1 


Nimmt man an,es seir, —r, #0, so gilt b, |, (r,—r,, 
Einerseits erhält man nach (3) wegen (b,, B„)- = 

w((r,—r,) B,) Z w([b,, B.1) = w(b,B,(b,, B,);') = w(b,B,), 
andererseits folgert man aus B, und w(r, —r,) < max (w(r,), w(r,)) <w(b,) die Un- 
gleichung 


B,, folglich auch [b, , B, |, (r„— r,) B, 


n n 


Ba 


n’ 


w((r, äyri r,) B,) < w(b,B,)- 


Damit hat man gezeigt, daß r, =r, sein muß. In dem verbleibenden Ausdruck 
n—1 n—-1 

Z&(r,—r,) B,= &((r,—r}) B”")b, = 0 kann man wegen der Nullteilerfreiheit von € 
v-1 v-1 

den Rechtsfaktor b, fortlassen und dann mit dem so vereinfachten Ausdruck analog wie 
mit (6) verfahren. Auf diese Weise gelangt man schließlich zu (r, — r;) BÜ’ = (r, —r,)=0; 
das besagt r, = r|. Nun ist noch die Eindeutigkeit jeder Divisionsformel zu beweisen. Es sei 


a=db+r=gb+r,dh0=-@—)b+r—r. 





®) A. Ostrowski, Über einige Lösungen der Funktionalgleichung p(z) g(y) = p(zy), Acta Math. 41 (1917), 
271— 284. 
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Itg—g’=0,sogiltr=[r'. Ist dagegen g —g’ +0, so erkennt man vermittels 
Satz 14, daß die rechte Seite der Gleichung wegen w(r —r’) <w(b) < w((g —q’) b) 
einen Wert besitzt, die linke aber keinen. 

Satz 16. /n Ringen mit eindeutiger Partialbruchzerlegung ist für eine Wertfunktion 
erster Art die Partialbruchzerlegung zweiter Form eines Paares (a, p/':-- p}") durch den 
ganzen Bestandteil eindeutig bestimmt. 

Beweis. Vorgelegt seien zwei Partialbruchzerlegungen zweiter Form von (a, p/: - - p}r) 
mit gleichen ganzen Bestandteilen. Es gilt also 

0= (ri, —r,,) u. — r,)pr ")II, Pr 
+ ((Fna, —744,) > RR; ii (rzı Zr "zı) pa") IT,. 
Daraus folgt 
Pi" Ir (ran, Pe Pan) nu Pr + (ra r.ı) pie") IT, 
und 
[p;r, II) l, ((ra;, er !n3,) + Ben + (ra EI Tzı) Par") II,. 


Nimmt man an, der Klammerausdruck sei ungleich Null, so gelten wegen (pr, IT,), = 1 
und (3) die Ungleichungen 
(pr ZI) sl, ra) t + a) ) ZZ, 
und zufolge B, 
ale a) + + et): 
Da aber w nichtarchimedisch ist, so gilt im Widerspruch dazu 
wlr, — ra) + MT) Par") < w(p, par") = w(pan). 

Die Annahme ist also falsch, der Klammerausdruck muß gleich 0 sein. Den ver- 
bleibenden Ausdruck dividiert man rechts durch pr und behandelt ihn dann auf gleiche 
Weise wie den ursprünglichen. 


Die Beweise der Sätze 17 und 18 verlaufen analog den Beweisen der entsprechenden 
Sätze 11 und 13 in (Östmann) und werden daher fortgelassen. 


Satz 17. In einem Ring mit eindeutiger Partialbruchzerlegung bilden die Einheiten 
zusammen mit der Null einen Schiefkörper R.. 

Satz 18. Für jede nichtarchimedische Wertfunktion gilt: 

be > bie W, (n=0, ganz). 

Hauptsatz. Ein euklidischer Ring & mit eindeutiger Partialbruchzerlegung ist ent- 
weder ein Schiefkörper oder er ist isomorph einem nichtkommutativen Polynomring im Sinne 
von Ore über dem Körper seiner Einheiten, genauer, es kann jedes Element von E aufgefaßt 
werden als ein nichtkommutatives Polynom mit links zu schreibenden Koeffizienten und einem 
beliebigen aber festen Element ze ®, als Erzeugender. Die Darstellung der Elemente von & 
als nichtkommutative Polynome in x über , ist eindeutig. 

Beweis. Es ist zu zeigen, daß sich jedes Element von € eindeutig als Polynom in x 
mit Linkskoeffizienten aus &,— ®,v’{0} darstellen läßt. Wie bei (Ostmann) führt man den 
Beweis durch Induktion nach Wertklassen. Für ®, ist die Behauptung trivial. Nimmt 
man den Satz für alle Wertklassen vor ®, als richtig an, und ist be ®,, ferner x ein be- 
liebiges aber fest gewähltes Element aus ®,, so ergibt die Divisionsformel eine Gleichung 
der Gestalt b = ea" + r. Da € Ring mit eindeutiger Partialbruchzerlegung ist, sind e und r 
eindeutig bestimmt. Aus w(b) = w(ex" + r) = w(ea") = w(a*) folgt ee, = ®, u {0}. 


Tournal für Mathematik. Bd. 194. Heft 1—4 13 
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Ist nun r=0, so ist die Behauptung bereits richtig, andernfalls ist w(r) < w(a") und 
die Induktionsvoraussetzung ist auf r anwendbar. Jedes Element aus € läßt sich also 
schreiben in der Gestalt 


(8) (DIE ln El RE tn En a IR 


wobei ze ®, und € ®, u’ {0} = 8, für i= 1,2,...,n gilt. Hiermit erweist sich € al; 
ein sogenannter Orescher Polynomring R der Erzeugenden x über 8,; d.h. R ist gleich: 
der Menge aller Polynome (8) mit koeffizientenweiser Addition und mit einer multiplika- 
tiven Verknüpfung, die auf dem Gesetz 


(9) zaa=axr+ta mit aa,dc, 


beruht. Die Abbildung a — a ist ein Endomorphismus von 8, in sich, und a’, die soge 
nannte Derivierte, befolgt die Produktregel 


(ab)’ = ab’ + ab. 


Wir fragen uns nun noch, wie die Formel (8) in Bezug auf eine andere Erzeugende £ 
aussieht. Es gilt der 


Satz 19. Bei dem durch die Substitution &€= kx + | entstehenden nichtkommutativen 
Polynomring geht der zu der Erzeugenden € gehörende Endomorphismus @ aus dem zu x 
gehörenden a durch Anwendung eines inneren Automorphismus kak-!—= 4 hervor. Für die 
zu & gehörende Derivierte a* gilt a* = ka’ +la — al. 

Beweis. Aus den Gleichungen 

£&a=at+a*—=(ke+l)a= kaxr + ka +la= al(kz +) + a* 


folgt sofort die Behauptung. 

Aus dem Hauptsatz folgt, daß in den notwendigen und hinreichenden Bedingungen 
für Oresche Polynomringe, die von Herrn Jacobson angegeben wurden!°) und aus B,, B,, 
B,, der Nichtarchimedizität und der Gradbedingung w(ab) = w(a) + w(b) bestehen, die 
Gradbedingung ersetzt werden kann durch die wesentlich schwächeren Forderungen 
B,, B,, die ja auch schon in allen übrigen euklidischen Ringen erfüllt sein sollen. 


Satz 20. Ist & ein Ring mit eindeutiger Partialbruchzerlegung, und ist die Partial- 
bruchzerlegung erster Form jedes Elementpaares (a, b,b,) eindeutig bestimmt, so ist & ent- 
weder ein Schiefkörper oder kommutativer Polynomring einer Erzeugenden über einem 
Körper. 

Mit Hilfe der Ergebnisse von Herrn Ostmann!!) folgert man daraus: € ist Ring mit 
mit absolut eindeutiger Partialbruchzerlegung. 


Als weitere Folgerung hieraus ergibt sich 

Satz 21. Die nichtkommutativen euklidischen Ringe mit absolut eindeutiger Partial- 
bruchzerlegung, die nicht Schiefkörper sind, sind genau die kommutativen Polynomringe 
einer Erzeugenden über einem Körper. 

Beweis von Satz 20. Vorgelegt sei die eindeutig bestimmte Partialbruchzerlegung 
erster Form eines beliebigen Elementpaares (a, b,b,) der Gestalt 


a— Qbiba + Qabab, + rıba + rabı. 
Ferner sei 
[d,, ba]ı = &bı = cube. 


10) N. Jacobson, A note on non-commutative polynomials, Annals of Math. (2), 35 (1934), 209— 210. 
11) (Osimann), Hauptsatz. 
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Man wähle ein beliebiges Element k € €, das ungleich Null ist. Die Gleichungen 
—kh=dg,+r, 
k,a=gb,+r 
seien Divisionsformeln. Aus 
—k+qWb tn=b+tr+gb tn, 
k+tab+tn=-b+tr+tgab+n 
erhält man durch Multiplikation der ersten Gleichung mit b,, der zweiten mit b, und 
Addition: 
= l+)bb+lr+n)bet@+W)bb+t(r+rn)b. 
Diese Gleichung stellt wieder eine Partialbruchzerlegung dar, da die Wertfunktion nach 
Voraussetzung nichtarchimedisch ist. Soll sie stets eindeutig sein, so muß bei beliebigem k 
stets gelten r=0, r=(0, also —c, = gb, %= 9b, d.h. db; |,c; für i= 1,2. Wegen 
(b,, d2)r = 1, (3) und B, gilt w(c,) = w(b,). Satz 6 liefert 
= eb, HER. für i=1,2. 
Für beliebige teilerfremde 5,, b, gilt also 
b,b, — eb,b, , e Es ®;: 
Nun sollte € Ring mit eindeutiger Partialbruchzerlegung sein. € ist also nach dem Haupt- 
satz Orescher Polynomring. x und x + a, mit a+0 und ae $,, sind sicher zwei teiler- 
fremde Elemente von €. Folglich hat man 


(e+a)x=ex(z + al. 
Es folgt e=1, a=a, a =0 für alle acef.. Ferner sind e+a,x+b mit a+b, 
{a,b #0} < $,!?) teilerfremd, und es gilt 
(«+a)(e +b)=e(a+b)(c+ a). 
Hieraus schließt man, daß stets ab — ba gilt für alle a,be&.. 


83. 


Bemerkungen zu den Wertfunktionen in einem kommutativen Polynomring 
einer Erzeugenden. 


Herr Ostmann bewies!?) 

Satz 1. Die Polynomringe einer Erzeugenden über einem Körper sind die einzigen 
kommutativen euklidischen Ringe, die sowohl Wertfunktionen erster als auch zweiter Art 
besitzen. 

Beweis. In folgender Weise gelingt es, den Beweis von Herrn Ostmann abzukürzen. 
Man geht von der Folge der Gradklassen aus. ®, sei die Menge aller Polynome vom Grade n, 
die n-te Gradklasse. Die Gradklassen werden nun wie folgt in neue Wertklassen auf- 
gespalten: 

Besitzt ein Polynom n-ten Grades m Teiler der Gestalt x + a, a + 0, so kommt es 
in die Wertklassen ®,m. Es gilt also stets O<m <n. Um nun eine Wertfunktion zu 
erhalten, die B, erfüllt, setzt man fest: 

V,m <W,, wenn n<k, 
Bm <W,,, wenn m<Ii. 





12) Besteht der Schief-Körper 8, aus nur zwei Elementen, so ist er kommutativ. 


13) (Ostmann), Satz 17. 
13* 
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Ersichtlich gilt für ae ®,.,be u cEW,, stets ac € Warr +, DC E Wasrm+s. Damit 
ist B, bewiesen. 
Einen Überblick über alle Wertfunktionen eines Polynomrings gestattet 


Satz 2. Für jede Wertfunktion w(a) im Polynomring einer Erzeugenden über einem 

Körper & güt 
g(r) <gla)— w(r) < w(a), 
worin g(a) der Grad von a ist. 

Folgerung. Eine Divisionsformel bezüglich des Grads bleibt Divisionsformel bezüglich 
jeder anderen Wertfunktion. Außer den Divisionsformeln bezüglich des Grads gibt es bezüglich 
einer beliebigen anderen Wertfunktion höchstens noch solche, für die Divisor und Rest gleichen 
Grad besitzen. 

Beweis von Satz 2. Es sei gegen die Behauptung w(a) < w(r), aber g(r) < g(a) für 
zwei Elemente a,re 8 [x]. Nun gibt es unter allen Polynomen, deren Grad den von r 
übertrifft, deren Wert w aber nicht größer als der von r ist, ein Polynom b„ kleinsten 
Werts w(b„). Man addiere nun zu r ein beliebiges Vielfaches gb, von b„. Man erhält 
ce — gbm + r als die eindeutig bestimmte Divisionsformel der Polynome c, b„ bezüglich 
des Grads. Eine davon verschiedene Divisionsformel bezüglich w hat notwendig die Gestalt 


(10) ce=(g+Yybm+r— yb„n mit y#+0. 
Wegen der Wahl von 5, und wegen r — yb„ + 0 für y # 0 gilt nun bei beliebigem y + 
die Ungleichung w(r — yb„) Z w(b„) im Widerspruch zu (10). 

Als weitere Folgerung aus Satz 2 ergibt sich 

Satz 3. In einem Polynomring einer Erzeugenden über einem Körper ist jede distri- 
butive Wertfunktion nichtarchimedisch, also von erster Art. 


Beweis. Ist w von zweiter Art, so muß notwendig eine Gradklasse in mehrere ver- 
schiedene Wertklassen aufgespalten sein, da Vertauschung der Reihenfolge von Grad- 
klassen nach Satz 3 nicht zu einer Wertfunktion führen kann. 


Es gibt demnach a, b mit g(a) = g(b) und w(a) < w(b) = w(a) + v. Nach Satz 2 
muß wegen g(a**!) > g(b*) für jedes k gelten 
w(a*) = kw(a) < w(b*) = kw(a) + kv < w(a**!) = w(a) + kw(a). 


Das ist natürlich unmöglich, da bei genügend großem X schließlich kv > w(a) wird. 





Eingegangen 27. Oktober 1953. 














Eulers Charakteristik und kombinatorische Geometrie. 


Von H. Hadwiger in Bern. 





Die klassische Elementargeometrie bezieht sich bekanntlich vorwiegend auf lineare 
und polyedrische Gebilde des euklidischen Raumes. Erweitert man den Rahmen, indem 
man die Betrachtungen auch auf die konvexen Figuren des euklidischen und sphärischen 
Raumes ausdehnt, so ergibt sich eine Elementargeometrie im weiteren Sinne. 

Ein besonders reizvolles Teilgebiet dieser Elementargeometrie läßt sich dadurch 
charakterisieren, daß seine Aussagen sowohl metrischer als auch topologischer Art sind. 
Man denke etwa an den Eulerschen Polyedersatz, an das Hellysche Theorem usw. Es 
handelt sich um ein Sachgebiet, in welchem Topologie und Elementargeometrie in eine 
beide Disziplinen verbindende Wechselbeziehung treten. H. Hopf [6]*) hat in diesem 
Zusammenhang von kombinatorischer Geometrie gesprochen; diese Bezeichnungsweise 
haben wir uns in dieser Note zu eigen gemacht. 

Betrachten wir einige prägnante Tatbestände, welche der kombinatorischen Geo- 
metrie als Untersuchungsobjekte zugrunde liegen, so bemerken wir, daß sie alle mehr oder 
weniger durch das Gesetz eines fundamentalen Funktionals beherrscht werden, nämlich 
durch dasjenige der Eulerschen Charakteristik. Die dem Topologen wohlbekannte 
Funktion, welche u. a. auch für geeignete Kategorien geometrischer Figuren definiert 
werden kann, ist aber dem Geometer weniger geläufig, und die Verwendung ihrer Gesetze 
(Additionstheorem), welche überaus wirkungsvoll ist, blieb bisher im Rahmen der elemen- 
taren kombinatorischen Geometrie fast völlig aus. Dies erklärt sich dadurch, daß die 
exakte Begründung der Eulerschen Charakteristik in der Regel erst in einem ziemlich 
fortgeschrittenen Stadium der Topologie gegeben wird, und zwar im Zusammenhang mit 
weit allgemeineren und abstrakteren Begriffen. Obgleich die elementargeometrischen 
Figuren als einfachste Spezialfälle in den Gegenständen dieser höheren topologischen 
Begriffswelt enthalten sind, wird die unmittelbare Anwendung der disziplinfremden 
Eulerschen Charakteristik innerhalb der Elementargeometrie doch in der Regel als 
methodisch ungereimt unterbleiben müssen. 

Das Hauptziel der vorliegenden Note ist es nun aber, eine neuartige, von der 
Topologie unabhängige direkte Begründung der Eulerschen Charakteristik zu geben, 
welche sachlich und methodisch ganz im Rahmen der kombinatorischen Geometrie bleibt. 

Die Möglichkeit eines solchen durchaus elementaren Existenznachweises beruht 
im wesentlichen auf einer zugleich straffen und passenden Festlegung des Definitions- 
feldes des Funktionals. Es handelt sich um den Konvexring, d.h. um den kleinsten 
Mengenring über dem System der konvexen Körper des betreffenden euklidischen oder 
sphärischen Raumes. 

Die Eulersche Charakteristik erscheint in diesem Zusammenhang als additives, in- 
variantes und ganzwertiges Funktional über dem Konvexring. Die Invarianz bezieht sich 


*) Die Nummern in eckiger Klammer beziehen sich auf das Schriftenverzeichnis am Schluß der Arbeit. 
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auf eine kombinatorisch-topologische Äquivalenz, deren Erklärung wiederum auf der 
besonderen Struktur des Konvexrings beruht. Stetige Verwandlungen, insbesondere topo- 
logische Abbildungen der Figuren im üblichen Sinn treten dabei ganz in den Hintergrund. 
Dies entspricht aber ganz der Wesensart der kombinatorischen Geometrie, deren Körper 
der Metrik verpflichtet bleiben. 

Ein Nebenziel unserer Note besteht darin, die Anwendbarkeit der Eulersche: 
Charakteristik, welche wir nun auf Grund der erwähnten Begründungsmöglichkeit selbsi 
als der kombinatorischen Geometrie angehörend ansehen wollen, innerhalb dieses Sach- 
gebietes zu demonstrieren. Zu diesem Zwecke betrachten wir einige bekannte Lehrsätz: 
in gemeinsamem Zusammenhang und tragen kurzgefaßte, zum Teil auch neue Beweis. 
vor!). Die Zusammenstellung dieser Sätze mag auch das Bild deutlicher werden lassen, 
das man sich von der kombinatorischen Geometrie machen soll. 


1. Der Konvexring. 


Wir treffen zunächst einige für die ganze vorliegende Note verbindliche Verab- 
redungen: Mit C bezeichnen wir stets eine beschränkte, abgeschlossene und konvexe 
Punktmenge des k-dimensionalen euklidischen Raumes E, oder des k-dimensionalen 
sphärischen Raumes S;. }öiin C nennen wir kurz Eikörper; wir bemerken aber, daß € 
eigentlich oder uneigent!ıch (unterdimensional) sein kann. Im sphärischen Fall ist die 
Konvexität im strengen Sinne?) zu verstehen, so daß ein sphärischer Eikörper € kein 
antipodisches Punktepaar enthält. Der Durchschnitt CC’ zweier Eikörper C und (” ist 
dann entweder die leere Menge A oder wieder ein Eikörper. 

Den kleinsten Mengenring € über dem System aller Eikörper C des betreffenden 
Raumes nennen wir Konvexring. € hat also die charakteristischen Postulate eines Mengen- 
rings zu erfüllen, d.h. aus A, Be folgt sowohl ABe€ als auch A + Be. 

Wie leicht zu bestätigen ist, konstituiert sich € aus der leeren Menge A und aus 
allen Punktmengen A des Raumes, welche sich als Vereinigungsmenge endlich vieler € 
darstellen lassen, symbolisch durch 


(1) Äwc, 


ausgedrückt. Die euklidischen Polyeder P des E, bzw. die sphärischen Polyeder P des S, 
bilden einen Unterring des Konvexringes € des betreffenden Raumes. Auch das Rand- 


polyeder P eines Polyeders P gehört zu €. Im sphärischen Fall gehört ebenfalls der ganze 
Raum $; zu €. Wir wollen noch besonders hervorheben, daß aus Aec€® auch AE,ce€& 
bzw. AS;e€ folgt, wobei E; bzw. 5; mit 0 Si <k Unterräume bzw. Untersphären von 
E, und S$; sind. 

Mit dem Konvexring ist im wesentlichen das Feld gegeben, in welchem die von uns 
betrachtete kombinatorische Geometrie zur Auswirkung kommen soll. 


!) Herrn F. W. Levi, der das Manuskript durchgelesen hat, verdanke ich einige wertvolle Hinweise. 

2) Ein im strengen Sinn konvexer Körper € läßt sich als Durchschnitt einer Menge abgeschlossener sphärischer 
Halbräume definieren, wobei zusätzlich vorausgesetzt wird, daß diese Menge jedenfalls k + 1 unabhängige Halbräume 
enthält. Die Pole unabhängiger Halbräume bilden die k + 1 Eckpunkte eines eigentlichen sphärischen Simplex. Ein 
Halbraum, dessen Pol innerer Punkt eines solchen Simplex ist, enthält offenbar den Eikörper € ganz im Innern. Vgl. 
hierzu auch Hilfssatz 2 bei F. W. Levi [12], wonach sich C in einem E,;, als Einbettungsraum durch eine „Ebene‘ 
vom Zentrum Z der Sphäre trennen läßt. Hieraus folgt auch, daß C kein antipodisches Punktepaar enthält. Fine 
sphärische Punktmenge, welche als Durchschnitt abgeschlossener Halbräume darstellbar ist, ohne aber die letzt- 
erwähnte Eigenschaft aetwendig aufzuweisen, wollen wir schwach-konvex nennen. 
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Durch den Ansatz 
£ 0, falls A=A, 
(2) Be Pr falls A + A, 
definieren wir ein nützliches Hilfsfunktional e über €. 
Zwei Elemente A und A’ des Konvexrings € nennen wir gleichartig), symbolisch 


durch A — A’ ausgedrückt, wenn es zwei Darstellungen A = EC, und A’= EC, so 
gibt, daß für alle Indizeskombinationen e(C, »-- C,) = e(C,, * C,,) gilt. 


2. Eulers Charakteristik; Haupteigenschaften und einfache Folgerungen. 


Wir betrachten jetzt ein über dem Konvexring ® definiertes additives und nor- 
miertes Funktional X, das wir uns axiomatisch durch die beiden Haupteigenschaften 


(3) AÄ(A) + X(B)= X(A + B) + X(AB) 
und 
(4) ZI) =1; 7m =0 


charakterisiert denken. In der Tat überlegt man sich leicht, daß, wenn überhaupt ein 
derartiges eindeutig über € erklärtes Funktional existiert, dieses das einzig mögliche sein 
muß, da sich der Wert von X(A) von einer Darstellung (1) ausgehend auf Grund von (3) 
und (4) eindeutig berechnen läßt. Mit der nämlichen Überlegung folgt auch, daß X(A) 
nicht von der Dimension k des Raumes E, oder $, abhängig sein wird, in welchem sich A 
noch einbetten läßt. 

Die Hauptschwierigkeit besteht offenbar im Nachweis der Existenz. Diese ist zu 
bejahen, und das durch (3) und (4) gekennzeichnete Funktional nennen wir Eulersche 
Charakteristik ®). 

Im nächsten Abschnitt wird ein neuartiger, d.h. von der Topologie unabhängiger 
Existenzbeweis vorgetragen werden, der methodisch ganz im elementaren Rahmen der 
kombinatorischen Geometrie des Konvexrings bleibt. Die Eulersche Charakteristik wird 
so zu einer disziplineigenen fundamentalen Hilfsfunktion der kombinatorischen Geometrie. 


Nachfolgend stellen wir einige einfache Folgerungen zusammen, welche sich un- 
mittelbar aus den Haupteigenschaften (3) und (4) ergeben. 

Mit Verwendung des im vorstehenden Abschnitt definierten Hilfsfunktionals 
ergibt die wiederholte Anwendung der Additivität (3) die Entwicklungsformel 


(5) A(A) = Z1e(C,) — 2?e(C,C,) + Z2ell,CuC)—''; 


welche an eine Darstellung (1) anschließt, und wobei sich die Summation 2° über alle 
Indizeskombinationen der i-ten Klasse erstrecken soll. Diese Entwicklungsformel nimmt 
in der kombinatorischen Geometrie eine Schlüsselstellung ein. 


3) Die hier definierte Gleichartigkeit ist nicht identisch mit der topologischen Äquivalenz der Punktmengen A 
und A’. So ist beispielsweise ein Punkt mit einer eigentlichen Kugel des E; gleichartig ; dagegen sind die beiden Körper 
nicht topologisch äquivalent, falls k > 0 ist. 

#) Diese Benennung erfolgt in Übereinstimmung mit dem bekannten Namen für die fundamentale topologische 
Invariante, welche für die Körper unseres Konvexringes mit dem Funktional X übereinstimmt. Bei Polyedern heißt 
die Zahl 2,X (2, = Oberfläche der k-dimensionalen Einheitskugel) auch Eckenkrümmung, bei Körpern mit zweimal 
stetig differenzierbarem Rand ist sie durch das Integral der Gaußschen Krümmung (curvatura integra) darstellbar 
und wird dann (z. B. in der Differential- und Integralgeometrie) auch Totalkrümmung genannt. In der Topologie 
wird sie in der Regel als alternierende Summe der höheren Bettischen Zahlen eingeführt, und ihre Übereinstimmung 
mit einer alternierenden Summe von Anzahlen unterdimensionaler Randsimplexe bei Simplizialzerlegungen ist Aus- 
druck der berühmten Euler-Poincar6schen Formel. Vgl. P. Alexandroff und H. Hopf [1], S. 214. 
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Eine weitere triviale Folgerung von (5) ist die Ganzzahligkeit, wonach 


(6) ÄX(A) = p (ganz; positiv oder negativ) 
gilt. 

Betrachten wir zwei im erklärten Sinne gleichartige Körper A und B, so resultiert 
aus (5) unmittelbar die Invarianz °) 


(7) X(A) = A(B) [A — B]. 
Im sphärischen Fall vermerken wir noch das Ergebnis 
(8) AS) =1+—1N%, 


das sich aus (5) auf Grund der Tatsache ergibt, daß 5, die Vereinigungsmenge von k + 2 
sphärischen Eikörpern ist, von welchen je k + 1 einen nichtleeren, alle k + 2 aber einen 
leeren Durchschnitt aufweisen. Eine solche Darstellung von 5, gewinnt man beispielsweise 
dadurch, daß man die k + 2 abgeschlossenen Randsimplexe eines eigentlichen euklidischen 
Simplex des E,;, von einem inneren Punkt auf eine dieses umschließende Sphäre 5, 
zentral projiziert. 


3. Existenznachweis für die Eulersche Charakteristik. 


a) Wir betrachten zunächst den euklidischen Fall: Wir treffen die induktive An 
nahme, daß die Existenz eines Funktionals über dem Konvexring €, das den Postulaten 
(3) und (4) genügt, bereits für alle Dimensionen nachgewiesen sei, die kleiner als k sind. 
Für k = 0 ist die Existenz trivial, denn im EZ, enthält € nur die beiden Mengen E, 
und A, und mit X(E,) =1 und X(A) = ist offensichtlich bereits eine Lösung des 
Problems gegeben. Es sei jetzt k > 1. Wir zeigen, daß auch für die Dimension k ein 
Funktional dieser Art, also eine Eulersche Charakteristik existiert. 

Wir legen im E, eine Gerade G als x-Achse fest und betrachten die Schar der unter 
sich parallelen auf G orthogonal stehenden (k — 1)-dimensionalen Ebenen H,; der Index x 
bezeichnet die Koordinate des Durchstoßpunktes mit G. Für ein Ace bezüglich E; gilt 
AH,„e® bezüglich E,-,, und es existiert X(AH,) gemäß der induktiven Annahme. 


Wir betrachten bei festem A und variablem x die Hilfsfunktion 


(9) h(x) = A(AH,) — A(AH,;o), 
wobei 


(10) X(AHzu) = lim X(AH) (y-2+0) 


bedeuten soll. Hierzu ist folgerides zu bemerken: Zunächst erkennt man, daß A(AH,) 
als Funktion von x stückweise konstant ausfällt; denn gilt für A eine Darstellung (1), 
so ist nach der Entwicklungsformel (5), gültig im E;-ı, 


X(AH,) ='z1 e(C,H,) — 2° e(C,C,H,) + "y 


wobei der Ausdruck rechts eine Wechselsumme von Teilfunktionen ist, die in gewissen 
abgeschlossenen Intervallen den Wert 1 annehmen und sonst verschwinden. Unsere 
Funktion ist also eine höchstens n-stufige Treppenfunktion, wenn Ä als Vereinigung von 
n Eikörpern darstellbar ist. Damit ist auch klar, daß der mit (10) vorgeschriebene Grenz- 
wert von rechts stets vorhanden ist. 


5) Unsere Invarianz umfaßt trivialerweise die Bewegungsinvarianz; .sie umschließt vermutlich auch die topo- 
logische Invarianz. In Fußnote ®) ist bemerkt, daß der Konvexring gleichartige, topologisch nicht äquivalente Körper 
enthält; es wäre noch zu zeigen, daß zwei topologisch äquivalente Körper des Konvexrings stets gleichartig in unserem 
Sinne sind. 
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Ferner ist unmittelbar einzusehen, daß die nach (9) gebildete Funktion nur an 
endlich vielen x-Stellen von 0 verschieden sein kann. Also läßt sich Z h(z) bilden, wobei 
sich die Summation über alle x von — x bis + » erstrecken soll. Diese Summe ist ein 
Funktional von A, und wir behaupten jetzt, daß durch 


(11) X(A) = Zh(x) = Z{X(AH,) — X(AH,;0)} 


eine Lösung des Problems im E, gegeben ist. Es ist nur zu zeigen, daß das mit (11) an- 
gesetzte Funktional über € bezüglich des E, die beiden Haupteigenschaften (3) und (4) 
aufweist. In der Tat: 

Für A, Be€@ gilt für ein festes x nach der induktiven Annahme 


A(AH,) + X(BH,) = X(AH, + BH,) + X(ABH,) 


und eine entsprechende Relation eo ipso für die rechtsseitigen Grenzwerte, so daß sich 
zunächst mit sinngemäßer Bezeichnung 

h(A,z) +h(B,z) =h(A+B,x) + h(AB, x) 
und durch Summation über alle x schließlich die Additivität (3) ergibt. 

Ist C ein Eikörper und entsteht durch orthogonale Projektion auf die x-Achse G 
dort das Intervall a<sx=<b, so wird mit der Induktionsannahme X(CH,) =1 für 
a<xz<sb, X(CH,) =0für x <aund fürb < x. Somit ergibt sich h(x) = 1 für x = b, 
h(z) =0 für x +5, und schließlich wird 2 h(x) = 1, womit sich die Normierung (4) 
bestätigt. Daß X(A) = 0 wird, ist trivial. 

b) Nun zum sphärischen Fall: Wir denken uns die Sphäre S,; in einem E,,;, ein- 
gelagert; ihr Mittelpunkt sei Z. Wir wählen ein beliebiges eigentliches konvexes Polyeder P 
im Ex+, welches Z als inneren Punkt enthält. Das Randpolyeder P von P ist ein ge- 
schlossenes uneigentliches Polyeder, welches Z umschließt. 

Es sei jetzt A ein sphärischer Körper, der zum Konvexring & bezüglich S; gehört. 
Durch Zentralprojektion von A auf P mit Z als Zentrum entstehe A. Dies A gehört zu € 
bezüglich E,;,. Setzen wir 

(12) X(4) = X(A), 
so haben wir ein Funktional über € bezüglich 5, definiert. Wir behaupten, daß damit 
schon die Lösung unseres Problems, also die Eulersche Charakteristik im S, gegeben ist. 
Es ist nur zu zeigen, daß das mit (12) angesetzte Funktional die beiden Haupteigenschaften 
(3) und (4) aufweist. 

In der Tat: (3) ergibt sich auf Grund der einfachsten Eigenschaften der eingesetzten 
Zentralprojektion, gewissermaßen als Spiegelbild der entsprechenden Additivität im 
euklidischen Fall. Um (4) zu verifizieren, sei C ein sphärischer Eikörper und H eine 
k-dimensionale Ebene im E,;,, welche C und Z trennt). Projizieren wir jetzt C auf H, 
so entsteht dort der euklidische Eikörper C. Aus der Tatsache, daß C auch die Projektion 
von C ist, läßt sich leicht auf Ertl (gleichartig) schließen. Wegen X(C) = 1 ergibt sich 
mit (7) auch X(©) — 1 und mit (12) also X(C) = 1. Die Beziehung X(A) = 0 ist wieder 
trivial. 


4. Lehrsätze der kombinatorischen Geometrie. 


Wir wollen im folgenden eine Reihe bekannter metrisch-topologischer Sätze her- 
leiten, wobei wir uns bei den kurzen Beweisen wesentlich auf die Eulersche Charakteristik 
stützen. 


®) Vgl. den in Fußnote ?) erwähnten Hilfssatz von F. W. Levi. 
Journal für Mathematik. Bd. 194. Heft 1-4 14 
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Man darf wohl sagen, daß bei der Lösung der betreffenden Aufgaben der topologisch. 
Teil durch die Anwendung der Gesetze der Eulerschen Charakteristik X (insbesondere der 
Entwicklungsformel) übernommen wird, während der metrische Teil nur noch bescheidene 
Aufwendungen erforderlich macht. Damit ist die Bedeutung und die Verwendbarkeit des 
fundamentalen Funktionals innerhalb der kombinatorischen Geometrie dargetan. 

Es muß erwähnt werden, daß einige der angeführten Theoreme sich in der originalen 
Fassung auf allgemeiner gestaltete Punktmengen beziehen. Um im gezogenen elementar- 
geometrischen Rahmen zu bleiben, sind diese Theoreme durch die Sonderfälle ersetzt, in 
welchen alle auftretenden Punktmengen konvex und abgeschlossen sind. 

Satz I [Verallgemeinerung eines Satzes von Cauchy?’)]. Es seien C und C, 
(r=4,...,m) euklidische oder sphärische Eikörper und es gelte C= &£C,. Bezeichnet g; 
die Anzahl der Kombinationen zur i-ten Klasse, die sich aus den C, so auswählen lassen, daß 
sie einen nichtleeren Durchschnitt aufweisen, so gilt 


hH—-9:.+9%-',+-Nrim=1. 
Beweis. Folgerung von (5) mit der Bemerkung, daß 2 = g, und mit A = C nach (4) 
X(A)=1 


ist. 
Satz II [Ein Satz von Levi®)]. Sind C und C, (»=0(,1,...,m) euklidische oder 
sphärische Eikörper, gilt C = &C,, und haben je m der C, einen nichtleeren Durchschnitt, 
so ist auch der Durchschnitt aller m + 1 Eikörper C, nichtleer. 

Beweis. Nach Satz I gilt zunächst 9, — 93 + * + (— 1)"qm+ı = 1. Nun ist gemäß 
der Voraussetzung des Satzes für i=1,...,m 


4 
= & 2 ) 
So erzielt man gu+, = 1, w. z. b. w. 


Satz III [Sonderfall eines Satzes von Sperner®)]. 7 sei ein eigentliches Simplex und 
C,(r=0,1,...,k) seien Eikörper des E,. Die Durchmesser der C, seien alle kleiner als 
jede Höhe des Simplex T. Ist T durch die C, überdeckt, so daß T< EC, gilt, so haben die 
k +41 Eikörper C, einen nichtleeren Durchschnitt. 


Beweis. Der Satz ist für k = 0 offensichtlich richtig. Er sei bereits als richtig erkannt 
für alle Dimensionen, die kleiner als k sind. Ist PP ein Eckpunkt und 7° das zugehörende 
Gegensimplex von T, so ist im Hinblick auf die Durchmesserbedingung 7° durch die 
T°C, (v=1,...,%k) überdeckt, falls die Numerierung so gewählt ist, daß P® durch C, 
überdeckt wird. Nach der Induktionsannahme haben diese Eikörper im (k — 1)-dimen- 
sionalen Trägerraum von 7° einen nichtleeren Durchschnitt, da keine Höhe von 7° kleiner 
als irgendeine Höhe von 7 sein kann und ein Durchmesser von 7°C, höchstens gleich 
demjenigen von C, ist. Also haben auch die Eikörper TC, (» =1,..., k) einen nichtleeren 
Durchschnitt. Analoges kann für jede Kombination zur k-ten Klasse aus den k +1 
Eikörpern TC, (v= 0,1,...,k) gefolgert werden. Überdies gilt offenbar 7 = £ TC,. 
Hieraus folgt die Behauptung für die Dimension k nach Satz II. 


?) Erscheint als Satz über die Ecken- und Streckenanzahlen bzw. Ecken-, Kanten- und Flächenanzahlen bei 
einer Zerlegung einer ebenen bzw. räumlichen Zelle in Teilzellen erstmals bei L. A. Cauchy [4], S. 15/16. 

®) Wurde im euklidischen Fall von F. W. Levi [12] als Hilfssatz formuliert und elementargeometrisch bewiesen, 
wobei allerdings der Hellysche Satz benutzt wurde. Wir werden umgekehrt den Beweis des Hellyschen Satzes wesent- 
lich auf diesen Satz II stützen. 

®) Indem bekannten kurzen Beweis des für die Topologie fundamentalen Pflastersatzes von Lebesgue-Brouwer 
von E. Sperner [15] findet sich Satz III (für beliebige abgeschlossene Punktmengen an Stelle der Eikörper C,) als 
wichtiger Hilfssatz. 
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Satz IV [Verallgemeinerung eines Satzes von Steinitz!%)]. 7 sei die konvexe Hülle 
der n Eikörper C,(v=1,...,n) des E,. Zu jedem beliebigen E,(0 sı sk), der mi T 
nichtleeren Durchschnitt aufweist, lassen sich aus den C, stets m Sk—i-+1 Eikörper C,, 
(u =1,..., m) mit der konvexen Hülle T auswählen, so daß E, auch mit T einen nichtleeren 
Durchschnitt hat. 


Beweis. a) Es sei zunächst i = 0. Für k = 0 ist die Aussage trivial. Wir nehmen an, 
die Aussage sei bereits als richtig erkannt für alle Dimensionen, die kleiner als k sind, und 
betrachten nun den k-dimensionalen Fall: 

(x) Nehmen wir zunächst an, daß E, auf dem Rand von T liegt, so gehört E, auch 
zur konvexen Hülle der (k — 1)-dimensionalen Eikörper C,H, wo H eine Stützebene an 7 
in E, bezeichnet. Nach der Induktionsannahme liegt dann E, in der konvexen Hülle 
einer Auswahl C,H (u=1,...,m) mit m <k, also auch in derjenigen der C',, womit 
sich die Aussage in verschärfter Form ergeben hat. 

(ß) Es sei jetzt E, ein innerer Punkt von T. Man darf annehmen, daß EZ, keinem C, 
angehört. Wir legen durch E, eine Gerade G, welche C, trifft. Weiter sei E,, derjenige 
Durchstoßpunkt von G mit dem Rand von T', der durch E, von GC, getrennt wird. Wie 
oben bei (x) schließt man, daß E,, zur konvexen Hülle einer Auswahl C, (u = 1,..., m’) 
mit m’ < k gehört. Offenbar liegt jetzt E, in der konvexen Hülle der m = m’ +1 Ei- 
körper C, und C,„,wom <k + 1 ist. Die Aussage von Satz IV für i = 0 ist also auch für 
die Dimension k richtig. 

b) Es sei jetzt 1<i sk— 1.Es bezeichne E,_,; einen zu E, orthogonalen komple- 
mentären Unterraum von E,, und E, sei der gemeinsame Punkt. Wir projizieren die Ei- 


körper C, orthogonal auf den E,-, und erhalten dort die Eikörper C# (r = 1,...,n). Da 
E;, nach Voraussetzung die konvexe Hülle 7 trifft, muß E,im E,-, der konvexen Hülle 7* 
der C’* angehören. Nach a) gibt es eine Auswahl C# (a =1,...,m)mitm <k—i-+A1, 


deren konvexe Hülle Z, enthält. Offensichtlich muß dann EZ, die konvexe Hülle der ent- 
sprechenden Eikörper C,, deren Projektionen die C* sind, im E; treffen, womit die Aus- 
sage auch in diesem Fall bewiesen ist. 

ce) Endlich sei i= k. In diesem Fall ist die Aussage trivial. Damit ist der Beweis 
vollständig. 

Satz V [Hellyscher Satz!!)].a) Haben vondenn>k-+ 1 Eikörpern C,(r=1,...,n) 
des E, jek + 1 einen nichtleeren Durchschnitt, so ist auch der Durchschnitt aller C, nichtleer. 

b) Haben von den n>k-+2 Eikörpern C, (r=1,...,n) des S; je k+2 einen 
nichtleeren Durchschnitt, so ist auch der Durchschnitt aller C, nichtleer. 


Beweis. a) Es genügt zu zeigen, daß mit je r der C, auch je r + 1 nichtleeren 
Durchschnitt aufweisen, falls r>k-+ 1 ist. In der Tat: Von den r + 1 Eikörpern C, 
(„= 0,A,...,r) sollen dier + 1 Durchschnitte D; der C, mit » + i alle nichtleer sein. Es 
sei 7 die konvexe Hülle der D,. Dann wird 7 durch die C, überdeckt, denn nach Satz IV 
gehört ein Punkt Z, von 7 zur konvexen Hülle einer Auswahl von k + 1 der D;; wir 
dürfen annehmen, es sei die Auswahl D, (j= 0,1,...,k). Nach Konstruktion sind alle 

10) Der Spezialfall « = 0 unseres Satzes entspricht dem bekannten und viel verwendeten Hilfssatz, wonach 
jeder Punkt der konvexen Hülle einer beliebigen abgeschlossenen und beschränkten Punktmenge M einem Simplex 
angehört, dessen Ecken in M liegen. Er wurde wehl erstmals von E. Steinitz [16], S. 155, bewiesen. Teil a) unseres 
Beweises entspricht der bei T. Bonnesen-W. Fenchel [2], S. 9 skizzierten Schlußweise Carath&odorys. 

11) Die ersten und bekanntesten Beweise im euklidischen Fall stammen von J. Radon [13], E. Helly [5] und 


D. König [11]. 
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D, im Eikörper C,,, enthalten, der wegen r >%k+ 1 noch vorkommt. Also gehört E, zu 
C,,,. Es ist also 7 = 2 TC,, und nach Satz II haben die 7C,, also auch die C, alle einen 
nichtleeren Durchschnitt. 

b) Wir denken uns die 5, in einem E,,, eingelagert. Neben den sphärischen Ei- 
körpern C', betrachten wir auch die euklidischen Eikörper 6; welche die konvexen Hüllen 
der €, im E,,, sind. Eine Auswahl der C', weist offensichtlich dann und nur dann einen 
nichtleeren Durchschnitt auf, wenn das nämliche für die gleiche Auswahl der C, zutrifft. 
Hierbei ist nur wichtig, daß ein C', das Zentrum Z der $; im E;., nicht enthalten kann. Mit 
diesem Kunstgriff läßt sich der sphärische Fall b) unseres Satzes auf den euklidischen 
Fall a) zurückführen. Daß die damit verbundene Erhöhung der Stichzahl von k +! 
auf k + 2 unentbehrlich für die Gültigkeit eines Hellyschen Satzes ist, zeigt das Beispiel, 
das uns zum Nachweis der Formel (8) diente. 


Satz VI [Sätze von Klee jr.!?)]. Sind C und C, (v=41,...,n), wbeiin>k-+1 
ist, Eikörper des E,, und gibt es zu jeder Auswahl von k + 1 der C', eine Translation, welche 
C in C’ überführt so, daß C’ alle C, der Auswahl überdeckt, bzw. mit allen C, der Auswahl 
nichtleeren Durchschnitt hat, bzw. im Durchschnitt aller C, der Auswahl enthalten ist, so gibt 
es auch eine Translation, so daß C’ alle C, überdeckt, bzw. mit allen C', nichtleeren Durchschnitt 
hat, bzw. im Durchschnitt aller C, enthalten ist. 


Beweis. Die drei Teilaussagen des Satzes sind einfache Folgerungen von Satz V. 
Man erkennt dies auf Grund der Bemerkung, daß ein mit C starr verbundener und mit- 
verschobener Punkt einen Eikörper ausfüllt, wenn alle Translationen zur Wirkung ge- 
bracht werden, bei welchen C’ einen einzelnen der C', enthält, bzw. einen solchen trifft, 
bzw. in einem solchen enthalten ist. 


Satz VII [Sätze von Horn und Klee jr.%)]. Haben von den n Eikörpern C, 
(v=1,...,n) des E, je i einen nichtleeren Durchschnitt, und it 1 Sisk-+1, so gelten 
die Aussagen: 

a) Durch jeden beliebigen E,_;, der die konvexe Hülle der C, nicht trifft, läßt sich 
ein E,_;., hindurchlegen, der alle €, trifft. 

b) Zu jedem beliebigen E,_;,. gibt es einen parallelen E,_,..,, der alle C, trifft. 


Beweis. a) Ist i= k + 1, so gibt es keinen E,_; und die Aussage ist inhaltlos (d.h. 
richtig!) geworden. 

(x) Es sei zunächst i = k. Zu dem beliebig gewählten E, betrachten wir eine (k — 1)- 
dimensionale Ebene H, welche nicht durch E, läuft und keinen Eikörper C, trifft. Die 
Eikörper C* sollen durch Zentralprojektion der C, bezüglich E, auf H erzeugt werden. 
Nach Satz V haben die C* einen Punkt P gemeinsam. Die Gerade E,, welche durch E, 
und P hindurchgelegt wird, trifft offenbar alle C',; damit bestätigt sich die Aussage in 
diesem Fall. 


(ß) Es seinun 1 <ıiı <k— 1. Neben dem beliebig gewählten E,_; betrachten wir 
einen orthogonalen komplementären Raum E;. Die Eikörper C* sollen nun durch Ortho- 
gonalprojektion der C, auf E, entstehen. Es sei weiter E, der gemeinsame Punkt von 
E,-; und E,. Nach (x) läßt sich im Raum E, durch E, eine Gerade E, legen, welche alle 
C* trifft. Der durch E,-; und E, hindurchgelegte E,_;;; muß alle C, treffen. Damit ist 


die Behauptung a) vollständig verifiziert. 





12) Die erste Variante des Satzes wurde bereits von P. Vincensini [17] aufgestellt. Die kurze Begründung aller 
drei Varianten stammt von V.L. Klee [10]. 
13) Die Variante a) fand A. Horn [8]; die Variante b) stammt u.a. von V.L. Klee [9]. 
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b) Zu dem beliebig gewählten E,-;;ı betrachten wir einen orthogonalen komple- 
mentären E;_ı. Die Eikörper C* sollen durch Orthogonalprojektion der C, auf den E;_, 
erzeugt werden. Nach Satz V haben die C* einen Punkt P gemeinsam. Legen wir durch P 
den parallelen Raum E,_;., zu E,_;.,., so trifft dieser offenbar alle C,. Damit ist auch 
der Beweis der Behauptung b) erbracht. 


Satz VII [Sonderfall des Borsukschen Antipodensatzes')]. /st die Sphäre 8, 
durch n sphärische Eikörper C,(v=1,...,n) überdeckt, soiten Z2k+2.Istn=-k+2, 
so weisen jek + 1 der C, einen nichtleeren Durchschnitt auf. Ist S,durchn < k + 1 schwach- 
konvexe Punktmengen überdeckt, so enthält wenigstens eine ein antipodisches Punktepaar. 


Beweis. Wir zeigen zuerst, daß je k + 1 der C‘, einen nichtleeren Durchschnitt auf- 
weisen, wenn n = k + 2 ist. In der Tat: Für k = 0 ist die Aussage trivial. Sie sei bereits 
bewiesen für alle Dimensionen kleiner als k, und wir betrachten nun den k-dimensionalen 
Fall. Wählen wir einen von den k + 2 Eikörpern C, aus, etwa C; ;,, so gibt es eine Unter- 
sphäre $,_,, welche C;;, nicht trifft. Diese ist also durch die C, (vr =1,...,k + 1) über- 
deckt. Nach der Induktionsvoraussetzung haben hiervon je k einen nichtleeren Durch- 
schnitt. Also haben offenbar je k der C,(v=1,...,k + 2) einen nichtleeren Durch- 
schnitt. Nach der Entwicklungsformel (5) hat man bei gleicher Bezeichnung wie in Satz I 
mit Rücksicht auf (8) die Beziehung 


1+-1 = —- 2 ++ Nr'ger- 
k+2 


Nach dem oben erzielten Ergebnis ist aber g; =( i für i=1,...,k. Ferner ist 
«42 = 0, da nicht alle C, einen Punkt gemeinsam haben können, da sonst der anti- 
podische Punkt nicht überdeckt sein könnte. So ergibt sich g,+, = k + 2, was nur be- 
deuten kann, daß alle Kombinationen zur Klasse k + 1 der C, einen nichtleeren Durch- 
schnitt aufweisen, w. z. b. w. Wir zeigen jetzt, daßn > k + 2 sein muß. In der Tat: Wäre 
n <k-+ 1, so müßten alle C, nach der soeben nachgewiesenen Teilaussage einen Punkt 
gemeinsam haben, so daß der antipodische nicht überdeckt ist, was widerspruchsvoll 
bleibt. Die letzte Teilaussage ist eine logische Folgerung aus der ersten. 


Satz IX [Ein Satz von Levi®®)]. Sind C,(v=1,...,n) Eikörper des E, (k = 2), 
und ist die Komplementärmenge der Vereinigungsmenge A — &£ C, nicht zusammenhängend, 
soitnZzk-+i. 

Beweis. Es sei U eine beschränkte und V die nichtbeschränkte Komponente der 
Komplementärmenge von A. Um einen inneren Punkt Z von U als Zentrum legen wir 
eine Sphäre $,_,. Die sphärischen Eikörper C* sollen durch Zentralprojektion der (C, 
auf $,_, bezüglich Z erzeugt sein; diese sind konvex und überdecken insgesamt S,_,, da 
andernfalls U und V zusammenhängen müßten. Nach Satz VIII muß n2k+| 
sein, w. z. b. w. 


Satz X [Eulers Polyedersatz!%)]. Es sei P ein eigentliches (allgemeines) konvexes 
Polyeder des E,, und p; (i=0,1,...,%) bezeichne die Anzahl der i-dimensionalen Rand- 


14) Es handelt sich um einfache Sonderfälle allgemeinerer sich auf abgeschlossene Punktmengen der Sphäre 
beziehende Sätze. Vgl. hierüber P. Alexandroff-H. Hopf [1], S. 487, Satz X und XI. Der besonders hervorgehobene 
Antipodensatz von Lusternick-Schnirelmann-Borsuk wurde u.a. von K. Borsuk [3] bewiesen. 

15) Der Satz findet sich in der schon genannten Arbeit von F. W. Levi [12] bewiesen. 

16) Dieser klassische Satz, für beliebige Raumdimension k erstmals von L. Schläfli [14], S. 190 ausgesprochen 
und bewiesen, dient’ oft dazu, die Leistungsfähigkeit neuer Schlußverfahren zu prüfen, wobei immer wieder metho- 
dische Fortschritte und Vereinfachungen erzielt werden. Wir erwähnen als einen der letzten Beiträge hierzu einen 
Aufsatz von H. Hopf [7]. 
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zellen von P, d.h. p, die Anzahl der Eckpunkte, p, die Anzahl der Kanten, ..., Px_, die 
Anzahl der Seitenflächen und p, = 1 (P ist selbst die k-dimensionale Zelle von P). Dann 
gilt die Relation 


DB —Pı tAr—'+(-Mp=1. 


Beweis. Wir weisen die Gültigkeit der Formel für „allgemeine“ Eipolyeder P nach, 
d.h. für solche, welche keine singulären Inzidenzverhältnisse ihrer Seitenflächen au!’- 
weisen. Für solche muß 9, = r-: (i=1,...,„k) und =0(i>k- 1) sein, wobei q,; 
die Anzahl der Kombinationen der Seitenflächen C,(»v =1,..., n) zur Klasse i bezeichnet, 
welche einen nichtleeren Durchschnitt aufweisen. Projizieren wir die C, mit einem inneren 
Punkt Z von P als Zentrum auf eine Sphäre 5,_,, so wird diese durch die so erzeugten 
sphärischen Eikörper C* überdeckt. Mit der Entwicklungsformel (5) und mit Rücksicht 
auf (8) ergibt sich zunächst 


Hu ++ Dita ti + NY, 
und nach Übertragung auf die p; die Behauptung. 
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$ 8. Zum Schnirelmannschen Basisbegriff. 


In diesem Paragraphen sollen die in $ 1 definierten S-Basen genauer untersucht 
werden. 

Satz 1. Eine Zahlenmenge U ist dann und nur dann eine S-Basis, wenn es eine natür- 
liche Zahl m und eine unendliche arithmetische Progression s,s +t,s +2t,... mt s>0 
und t > 0 so gibt, daß jede Zahl dieser Progression Summe von höchstens m Zahlen aus U ist. 

Beweis. Wenn A die Voraussetzung erfüllt, so ist jede durch st teilbare natürliche 
Zahl eine Summe von höchstens tm Summanden aus 4, denn es ist 


n-st=s+s+'''+s+(s+(n—1)st), 


(€ — 1 Summanden) 





und jeder auf der rechten Seite auftretende Summand ist nach Voraussetzung Summe von 
höchstens m Zahlen aus W; also ist A eine S-Basis. — Wenn andererseits WA eine $S-Basis 
ist und c, m die Bedeutung aus $ 1 haben, so ist jede Zahl der arithmetischen Progression 
c,2c,3c,... Summe von höchstens m Zahlen aus W. 

Ein Korollar zu Satz 1 ist 

Satz 2. Jede Basis endlicher Ordnung sowie jede Basis endlicher Ordnung im Großen 
ist eine S-Basis. 

Wir definieren: Ist X eine Zahlenmenge, die mindestens eine von 0 verschiedene 
Zahl enthält, so werde der größte gemeinsame Teiler aller Zahlen von W der größte gemein- 
same Teiler von X genannt und mit i, bezeichnet. Ist X die aus den Zahlen ,<a,<'-- 
bestehende, mindestens zwei verschiedene Zahlen enthaltende Zahlenmenge und ist «a 
eine fest gewählte Zahl aus W, so hängt der größte gemeinsame Teiler aller Differenzen 
%— 4, 4, —a,... ersichtlich nicht von der Wahl von a ab. Wir nennen diesen größten 
gemeinsamen Teiler der Differenzen den Führer von X und bezeichnen ihn mit f,.. 


*) Teil I der Arbeit steht in diesem Journal 194 (195), S. 4068. 
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Ist A irgendeine Zahlenmenge, so werde mit A* die Vereinigungsmenge von. mit 
der aus der Zahl 0 bestehenden Zahlenmenge bezeichnet. Mit VA, werde die Menge aller 
Zahlen bezeichnet, die Summen von (beliebig vielen) Zahlen aus A sind; mit anderen 
Worten: WA, ist die Vereinigungsmenge von W, 24, 34, .... 


Satz 3. Wenn f, definiert ist, so ist 1, ein Teiler von fy. 
Beweis. Klar. 


Satz 4. Wenn t, definiert ist, so ist ty — Sys — Iy; ist insbesondere DEU, so ist 
= fa: 


Beweis. Klar. 


Satz 5. Jede Zahl ze W, ist durch t, teilbar, und es gibt ein N = 0 so, daß jede durch 
Iy teilbare Zahl zmittz3=2N in, enthalten ist. 

Beweis. Der erste Teil der Behauptung ist klar. Berücksichtigt man, daß ti, bereits 
der größte gemeinsame Teiler passender endlich vieler Zahlen a, ,...,a,, aus 4 ist, so 
folgt der zweite Teil der Behauptung aus einem bekannten Satz über die Lösbarkeit der 
diophantischen Gleichung z=a,2,+'''+a,2, in nichtnegativen ganzen Zahlen 


IL». Ik 


Satz 6. f, existiere. m sei eine natürliche Zahl. Es sei aeW, ze mA. Dann gilt die 
Kongruenz z = ma (mod fy). 
Beweis. Klar. 


Satz 7. A ist dann und nur dann eine S-Basis, wenn es ein m* so gibt, daß jede Zahl 
aus WA, Summe von höchstens m* Zahlen aus W ist. 


Beweis. 1. Wenn X eine S-Basis ist, so mögen c und m die Bedeutung aus $ 1 haben. 
c ist Summe von Zahlen aus W, also durch t,, teilbar; es sei ce = t,.d. Sei 


(37) u > 


ein aus A, fest gewähltes vollständiges System solcher durch t, teilbarer Zahlen, die 
mod c paarweise inkongruent sind; nach Satz 5 ist es möglich, ein solches System aus 
A, auszuwählen. m, sei die maximale Anzahl der Summanden, die zur Darstellung der 
Zahlen (37) als Summen von Zahlen aus A benötigt wird. Ist z eine Zahl aus V,, so ist 
sie von der Gestalt z= cr +c; mit passendem ganzen x und passendem c; aus (37). 
Ist dabei x > 0, so ist cx Summe von höchstens m Zahlen aus X und c,;, Summe von höch- 
stens m, Zahlen aus W, also z Summe von höchstens m + m, Zahlen aus W. Diejenigen 
Zahlen zeW,, für diex < 0 ist, sind höchstens in endlicher Anzahl vorhanden und daher 
ebenfalls als Summen von beschränkt vielen Zahlen aus W darstellbar. 


II. Sei jede Zahl aus A, Summe von höchstens m* Zahlen aus W. Nach Satz 5 
enthält A, eine arithmetische Progression (nämlich, wenn zeW, und „> N ist, die 
Progression 29, 29 + ig; 20 + 2, - . .). Also ist A nach Satz 1 eine S-Basis. 

Satz 8. Ist U eine S-Basıs mit eV und t, = 1, so ist X eine Basis endlicher Ordnung 
im Großen. 

Beweis. Folgt aus Satz 5. 


Satz 9 (Schnirelmann [8]). Ist A eine S-Basis mit 0, 1EeW, so ist WU eine Basıs end- 
licher Ordnung. 


Beweis. Folgt aus Satz 8. — Will man diesen Umweg vermeiden, so schließt man 
nach Schnirelmann unmittelbar aus der Definition der $-Basis: Haben c und m die 
Bedeutung aus $ 1, so ist WA eine Basis (ce + m — 1)-ter Ordnung. 
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Satz 10. A habe eine positive Dichte im Großen. Dann gibt es eine natürliche Zahl h 
so, daß hA eine unendliche arithmetische Progression s,s +t,s +2t,... enthält). 

Beweis. a und a +t seien fest gewählte Zahlen aus W; dabei sei t>0. Es sei X die 
Menge derjenigen nichtnegativen ganzen Zahlen x, für die (a +x)tin tX liegt. Dann ist 
0,1€ &. Ferner sei D® die Menge aller zeit, die der arithmetischen Progression at, 
(a+1)t, (a+2)t,... angehören. ® enthält insbesondere alle Zahlen tz mit zeW; es 


ist also D(n) >-A (7) Da nach Voraussetzung W eine positive Dichte im Großen hat, hat 


nach der bewiesenen Abschätzung auch ® und folglich auch X% eine positive Dichte im 
Großen. Wegen 0,1 € X% gibt es also eine natürliche Zahl Ah’ so, daß A’ X = 3 ist. Setzt 
man h = h’t, so zeigen wir, daß jede Zahl der arithmetischen Progression ha, ha +1, 
ha-+2t,... in hAW enthalten ist. Sei nämlich ha +zt eine Zahl dieser Progression; 


z2= 0. Man bestimme 2, ,...,2;, 80, daß x, + "+2, = z ist. Dann ist 


ha+zt=hat+zt=(a+2,)i+'' +(a+z,)t, 


wo jeder Summand in ®, also in iM liegt. Die Summe liegt also in h’tA = hNW, was zu 
beweisen war. 


Satz 11. Jede Zahlenmenge W, die eine positive Dichte im Großen hat, ist eine S-Basis. 
Beweis. Folgt aus Satz 1 und Satz 10. 


Satz 12. V sei eine S-Basis. U” sei eine endliche Teilmenge von U (die auch leer sein 
darf). ® sei die Menge der Zahlen, die in W, aber nicht in U” liegen. Dann gibt es eine 
natürliche Zahl q so, daß q® eine unendliche arithmetische Progression s,s +t,s +2t,... 
mit t > enthält. 

Beweis. OB sei die nur aus der Zahl 0 bestehende Zahlenmenge. Für jedes ganze 
i>0 sei B;(n) die Anzahlfunktion von i®. Die im folgenden auftretenden Größen 
Yı Ya - Sind positive reelle Zahlen, die nur von A und ® abhängen. c und m mögen 
die Bedeutung aus $ 1 haben. Bezeichnen wir die Menge aller durch c teilbaren natür- 
lichen Zahlen mit €, so ist 


Z Yın— Ya: 


C(n) = * 





Jede Zahl aus € ist Summe von höchstens m Zahlen aus W. Es sei 8, die Menge aller 
derjenigen Zahlen, die Summen von Zahlen aus ® und höchstens m Zahlen aus W'” sind. 
Dann ist € in der Vereinigungsmenge von Ru, 8, - - -, X” enthalten; also ist 


C(n) z=sFKi(n). 
i=0 
Es mögen sich insgesamt r verschiedene Summen von höchstens m Zahlen aus A” bilden 
lassen (die leere Summe ist dabei mitzuzählen). Dann ist 
Ki(n) <r(B;(n) +1) für0 sism?) 
und folglich 
5 B;(n) = 3 B;(n) 2 : 5 K;,(n) -—m—1 > C(n) —m—12ysn —yı- 
i=0 


i=1 i=0 
1) Man beachte, daß wir nicht vorausgesetzt haben, daß U die 0 enthält; AW ist also nicht notwendig die Menge 
aller Zahlen, die Summen von höchstens k Zahlen aus W sind. 


2) Es wurde benutzt, daß die Anzahl aller Zahlen 2£:i8 mit O0 <2z<n genau gleich B;(n), die Anzahl der 
Zahlen z2€i® mit 0 S2<n also höchstens gleich B;(n) + 1 ist. 


Journal für Mathematik. Bd. 194. Heft 1-4 15 
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Sei nun u so groß, daß in jeder der Mengen 8,28, ..., m mindestens eine Zahl 2’ s ı. 
vorkommt. Durchläuft dann z’ alle Zahlen aus «8 mit 1 sz’ sn —u und ist 2’ aus 
(m —i) 8 mit 2’ <S u fest gewählt, so liegt z= 2’ +2’ in mßB, undesist 1<Sz=<n. 
Also ist B„(n) Z B;(n — u) und folglich 

> 1 


Bn{n) Bin —u) 2. (ys(n —u) —yY,) = Yan — Ye; 


mit anderen Worten: m® hat eine positive Dichte im Großen. Wir wenden nun Satz 10 
auf m® an. Es gibt eine natürliche Zahl h so, daß hm®B eine unendliche arithmetisch: 
Progression s,s +1,s + 2t,... mit 2>0 enthält. q = hm leistet also das Verlangte 


Satz 13. /st A eine S-Basis und ist B eine Zahlenmenge, die sich von WA nur durch 
Hinzufügen oder Weglassen endlich vieler Zahlen unterscheidet, so ist auch B eine S-Basıs. 

Beweis. Daß beim Hinzufügen beliebig vieler Zahlen zu einer S-Basis wieder eine 
S-Basis entsteht, ist klar. Läßt man aus einer $-Basis WA endlich viele Zahlen weg, so 
entsteht nach Satz 12 eine solche Zahlenmenge W, daß für passendes q die Menge g® ein« 
unendliche arithmetische Progression enthält. Nach Satz 1 ist eine derartige Zahlenmenge 
eine S-Basis. 


Satz 14. Eine Zahlenmenge A ist dann und nur dann eine S-Basis, wenn die Ver- 
einigungsmenge von A mit der aus den Zahlen 0 und 1 bestehenden Zahlenmenge eine Basis 
endlicher Ordnung ist?). — Eine Zahlenmenge W ist dann und nur dann eine S-Basis, wenn 
es eine Basis B von endlicher Ordnung (oder endlicher Ordnung im Großen) gibt, die sich 
von X nur durch Hinzufügen oder Weglassen endlich vieler Zahlen unterscheidet. 

Beweis. Folgt aus Satz 2, Satz 9 und Satz 13. 

Satz 15. A sei eine S-Basis; a sei eine Zahl aus W. Es gibt zu V eine natürliche Zahl m, 
für die folgende Aussage gilt: Ist N„ passend gewählt, so liegt jede Zahl z mit z= N„ und 
z= ma (mod f,) in m. 

Vorbemerkungen. Die Kongruenzbedingung ist notwendig wegen Satz 6. — Ist 
VE A, so folgt Satz 15 leicht aus Satz 4, Satz 5 und Satz 7. 

Beweis. Wir wenden Satz 12 an, wobei wir dort A” als leere Menge, also B = 4 
wählen. Es gibt dann eine natürliche Zahl q so, daß gA eine arithmetische Progression 
s,s+t,s+2t,... mitt >0 enthält. Der Führer f, ist der größte gemeinsame Teiler aller 
Differenzen a, —a, also ist f„ bereits der größte gemeinsame Teiler endlich vieler dieser 
Differenzen; es sei etwa fy = (ai, —4,..., a, — a). Nach Satz 6 ist s =ga (mod f,), 
s +t = ga (mod f,), also t = 0 (mod f„). Die Kongruenz 


7 (a;, 4) +: + 2;r(a;, —a) = jfy (mod t) 


ist daher für jede ganze Zahl j in nichtnegativen ganzen Zahlen x,,, . - ., 2; lösbar; wir 
wählen für 1 < j < t/f, je eine solche Lösung fest. Ferner werde eine natürliche Zahl g’ 


k 
gewählt, die für 1 < ; <t/f, die Ungleichungen g’> $z,, erfüllt. Es werde x, so be- 
k 


„=1 
stimmt, daß 52, = g’ ist. Dann ist 2,20 füri sj <st/fy, O<x#=k. Wir setzen 
k ”»=0 
noch &2,0a;, = l;,. Da jedes a; in X liegt, liegen alle diese /, in g’W. Ferner ist 
”»=0 
(38) ,=ga+jfy(mod it) für 1SjSsdYfy. 


3) Daraus folgt: Zahlenmengen, die einem der Kriterien 2, 3, 4, 6, 7,8 von $ 7 genügen, sind keine $-Basen. 
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In (g + g’) A liegen alle Summen einer Zahl aus gA und einer Zahl aus g’W, also jedenfalls 
alle Summen $ einer Zahl aus der arithmetischen Progression s+nt (n = 0,1,2,...) 
und einer Zahl /,(1 << t/f„). Wegen (38) befinden sich unter diesen Summen S alle 
diejenigen Zahlen, für de $>s+ max Il, und $=s-+g’a (mod f„) gilt; die zweite 


ı1<sj<stjig 
dieser Bedingungen ist wegen Se(g+g')A und Satz6 mit S=(g-+g’) a (mod f,) 


äquivalent. m =g-+g’ und N„=s-+ max |, leisten also das Verlangte. 
1SjSt/ig 


Satz 16. A sei eine S-Basis; a sei eine Zahl aus W. Es gibt zu W eine natürliche Zahl m 
so, daß es zu jeder natürlichen Zahl m’ mit m’ = m ein N, so gibt, daß jede Zahl z’ mit 
> N, und 2’ = m’a (mod f,) in m’A liegt. 

Beweis. Wir zeigen, daß das in Satz 15 ermittelte m das Verlangte leistet. Es 
werde N, = N„+(m’—m)a gesetzt. z’ sei eine natürliche Zahl mit 2’ > N, und 
z2’ = m’a(mod f,). Ferner werde 2 —(m’— m)a=z gesetzt. Dann ist z> N, und 
z= ma (mod f„), also nach Satz 15 ze mA, also 27 = z+(m’—m)acem’X. 

Satz 17. A ist dann und nur dann eine Basis endlicher Ordnung im Großen, wenn W 
eine S-Basis und f, = 1 ist. 

Beweis. Folgt aus Satz 2, Satz 6 und Satz 16. 

Definition. X sei eine aus den Zahlen , <a, <a,<::- bestehende Zahlenmenge; 
c sei eine ganze Zahl mit ce >—a,. Dann bezeichnen wir mit A” die Menge der Zahlen 
%+e,a, +0,a,+c,.... Statt A’”“) werde für den Rest dieses Paragraphen auch kurz A 
geschrieben. 


Satz 18. yo = fu- 
Beweis. Klar. 


Satz 19. k(A) = (AA)*®. 
Beweis. Klar. 


Satz 20. Ist Weine S-Basis, so ist auch U” eine S-Basis. 

Beweis. Enthält kA die unendliche arithmetische Progression s,s +1,s +2t,..., 
so enthält Ah(W”) die unendliche arithmetische Progression s+hce,s+hc-+t, 
s+hce-+2t,.... 

Praktisch gesehen zeigen die vorstehend bewiesenen Sätze (besonders Satz 13), daß 
der von Schnirelmann eingeführte Begriff der S-Basis in mancher Hinsicht handlicher 
ist als die eng damit zusammenhängenden Begriffe der Basis endlicher Ordnung und der 
Basis endlicher Ordnung im Großen. 

A sei eine Zahlenmenge. Falls die im folgenden genannten Vorkommnisse für eine 
passend gewählte natürliche Zahl h eintreten, definieren wir: 

h, sei die kleinste natürliche Zahl Ah, für die AU eine positive Dichte im Großen hat. 

h, sei die kleinste natürliche Zahl h mit folgender Eigenschaft: Sind ,<b,<b,<' 
die der Größe nach geordneten Zahlen von AA, so ist die Menge der Differenzen b, — b;_, 
((=1,2,...) beschränkt. 

h, sei die kleinste natürliche Zahl h, für die AA eine unendliche arithmetische Pro- 
gression enthält. 

h, sei die kleinste natürliche Zahl k mit folgender Eigenschaft: Sind b, <b, <b, <<: 
die der Größe nach geordneten Zahlen von kA, so ist die Menge der Differenzen b; —b;-, 
von einem passenden Index an konstant gleich fy.- 

h, sei die kleinste natürliche Zahl r, für die AA = (N), ist. 

15* 
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Die Definitionen sind so beschaffen, daß h,,..., A, sich nicht ändern, wenn man 
durch A” ersetzt. — Aus den vorstehend bewiesenen Sätzen folgt: 


Satz 21. Wenn eine der Zahlen h,,...,h, existiert, so existieren auch die anderen, 
und U ist dann eine S-Basis. Wenn umgekehrt U eine S-Basis ist, so existieren h,,... ., h;. 
Unmittelbar aus den Definitionen folgen die Ungleichungen h, Sh, Sh, Sh,<h,. 
Man kann hier die Frage nach sämtlichen Relationen zwischen A,,. . ., h, aufwerfen; mit 
anderen Worten: Zu welchen Quintupeln natürlicher Zahlen A,,...,h, gibt es eine 
S-Basis X, zu der im Sinne der obigen Definitionen genau die Zahlen h,,... ., h, gehören ? 


$ 9. Produkte von Zahlenmengen. 


A und ® seien Zahlenmengen, wobei VA aus den Zahlen , <a, <a,<'': und ® 
aus den Zahlen u, <b, <b,<:- bestehe. Die Menge der Zahlen 


(39) De... 


nennen wir in Anlehnung an Niven [49] das Produkt AB der Zahlenmengen X und 8°). 
(In (39) sind nur diejenigen Indizes zu verwenden, für welche a, und bu; existieren. Das 
Produkt AB ist dann und nur dann eine endliche Zahlenmenge, wenn mindestens eine 
der Zahlenmengen X, 8 endlich ist.) Das Produkt ist assoziativ (Niven [49]); ein Produkt 
AA, A, ist daher auch ohne Klammersetzung eindeutig erklärt. Bei der Produkt- 
bildung spielt 3 die Rolle der Einheit; es ist AZ = ZA = NW für jedes N. 


Wir setzen A\® = €. Für die Anzahlfunktionen ergibt sich: 


Ist 0OEA,0E 8, so ist OeE und C(n) = A(B(n)). 

Ist 0EA,0EB, so ist OeE und C(n) = A(B(n) —1) +1 > A(B(n)). 

Ist 0EA,0€ 8, so ist O&E und C(n) = A(B(n)). 

It 0EQA,0EB, so ist O&E& und C(n) = A(B(n) —1) (also 1 € ©). 

Sind x, ß, y die Dichten von W, B, €, so folgt daraus: Ist die O0 in mindestens einer 
der Zahlenmengen WA, ® enthalten, so ist y > «ß. Ein Induktionsschluß ergibt: Enthält 
höchstens eine der Zahlenmengen W,, WA, - . ., X die O nicht, ist E = AN, A, und 
sind &,,...,%,y die Dichten von W,,...,A,€, so ist > %,%5°''%;. Diese Ab- 
schätzung zeigt insbesondere, daß das Produkt von Zahlenmengen positiver Dichte, die 
die 0 enthalten, selbst wieder eine positive Dichte besitzt. Die Abschätzung kann nicht 
allgemein verbessert werden, wie etwa folgendes Beispiel zeigt: Enthalten sämtliche 
Zahlenmengen X,, . . ., YA; die O und sind für mindestens k — 1 dieser Zahlenmengen die 
Limesgleichungen 


lim A,(n)/n = a, 
n=1,2,... 


erfüllt, so ist y = &,%3 * ' * &. Entsprechende Aussagen gelten für die Dichte im Großen?). 


#) Bei Niven lautet die Definition etwas anders, indem dort A und ® die Mengen der Zahlen a, <a,<--- 
und b, <b, < -- - sind. Diese abweichende, mit 1 und nicht mit 0 beginnende Indizierung ist nicht in jeder Hinsicht 
eine unwesentliche Bezeichnungsänderung, sondern sie bedingt bei einigen Aussagen kleine inhaltliche Unterschiede. 
Dies liegt daran, daß die 0 bei der Anzahlfunktion nicht mitgezählt wird und bei der Addition von Zahlen neutrales 
Element ist; die 0 hat daher bei der Anzahlfunktion, der Dichte und der Summe von Zahlenmengen eine Sonder- 
stellung. — Mit Rücksicht auf die Summendefinition von $1 erschien es mir zweckmäßig, die 0 als Element der 
Zahlenmengen und deshalb auch als Index zuzulassen. 

5) Zu den in diesem Absatz genannten Sätzen finden sich Sätze ähnlichen Wortlauts bei Niven [49]; man be- 
achte jedoch die vorangehende Fußnote. 
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Wenn 4,,..., 9; sämtlich die 0 enthalten, so ist nach oben die Abschätzung 
y < min (&,,...,%;) trivial. Ich vermute, daß auch diese Abschätzung für kein k-Tupel 
X, ++, %; allgemein verbessert werden kann. 

Offenbar ist AB < 8, und jede Teil-Zahlenmenge € < ®8 bestimmt ein und nur ein 
A so, daß E = AB ist. Der Produktbegriff wird für Fragen der additiven Zahlentheorie 
interessant, wenn es gelingt, Additionseigenschaften der Teil-Zahlenmenge € so zu formu- 
lieren, daß dabei auf Eigenschaften von A zurückgegriffen wird. . 

Von Schnirelmann [7], [8] rührt die Definition her: Eine Zahlenmenge € heißt eine 
dichte Teil-Zahlenmenge von ®, wenn E<® ist und mit einer positiven Konstante 
x stets C(n) 2 «B(n) gilt. Anders ausgedrückt: € heißt eine dichte Teil-Zahlenmenge 
von ®, wenn € = AB ist, wo X eine positive Dichte hat und mindestens eine der Zahlen- 
mengen W, ® die 0 enthält®). Ist D<E<B, so ist D® dann und nur dann eine dichte 
Teil-Zahlenmenge von 8, wenn ® eine dichte Teil-Zahlenmenge von € und wenn € eine 
dichte Teil-Zahlenmenge von 8 ist. 

-Eine S-Basis ® heißt nach Schnirelmann [8] eine beständige S-Basis, wenn jede 
ihrer dichten Teil-Zahlenmengen eine S-Basis ist. Zieht man den in $ 8 bewiesenen Satz 
heran, daß jede S-Basis eine S-Basis bleibt, wenn man endlich viele Zahlen dazu hinzu- 
fügt oder daraus entfernt, so ergibt sich folgende etwas handlichere Charakterisierung: 
Eine Zahlenmenge ® ist dann und nur dann eine beständige S-Basis, wenn für jede 
Zahlenmenge W, die eine positive Dichte im Großen besitzt, auch das Produkt AB eine 
S-Basis ist. Übrigens ist jedes solche Produkt wiederum eine beständige $S-Basis. Eine 
Zahlenmenge, die sich von einer beständigen $S-Basis nur um endlich viele hinzugefügte 
oder weggelassene Zahlen unterscheidet, ist selbst eine beständige S-Basis. 

In Analogie zur beständigen $-Basis definieren wir unter Anpassung an den in 
$ 1 definierten Basisbegriff: Eine Zahlenmenge ® heißt eine beständige Basis, wenn für 
jede Zahlenmenge NW, die die 0 enthält und eine positive Dichte besitzt, das Produkt AB 
eine Basis endlicher Ordnung ist. Jedes derartige Produkt ist dann wiederum eine be- 
ständige Basis. Jede beständige Basis ist eine beständige S-Basis. Jede Zahlenmenge, die 
eine beständige S-Basis und zugleich eine Basis endlicher Ordnung ist, ist eine beständige 
Basis. Eine Zahlenmenge 3, ist dann und nur dann eine beständige S-Basis, wenn es 
eine beständige Basis ®, gibt, die sich von ®, nur um endlich viele hinzugefügte oder 
weggelassene Zahlen unterscheidet. 

Es sei die Frage aufgeworfen, ob für jede beständige Basis B und jedes A mit posi- 
tiver Dichte und 0 € X die genaue Ordnung von AB unterhalb einer Schranke liegt, die 
nur von ® und der Dichte von X abhängt. 

Aus der obengenannten unteren Abschätzung der Dichte von A durch das Produkt 
der Dichten von X und 8 folgt: Jede Zahlenmenge, die die 0 enthält und eine positive 
Dichte hat, ist eine beständige Basis. Jede Zahlenmenge, die eine positive Dichte im 
Großen hat, ist eine beständige S-Basis. 

Schnirelmann [7], [8] zeigte, daß die Menge ® der Primzahlen eine beständige 
S-Basis ist?). Er zieht daraus die Folgerung, daß die Primzahlen aus einer arithmetischen 
Progression an + b (a und 5 teilerfremd; n = 0,1,2,...) wiederum eine beständige 
S-Basis bilden. 


6) Wäre 0 €: U, 0 € 8, so läge die kleinste positive Zahl z aus ® nicht in €, was der Forderung C(z) > «B(z) 
mit «> 0 widerspricht. 

?) Historisch war dies der erste hypothesenfrei bewiesene Satz, der ein in Richtung der Goldbachschen Ver- 
mutung liegendes Ergebnis enthält. Mit anderen Methoden wurde später gezeigt, daß 3® alle hinreichend großen 
ungeraden Zahlen enthält: /. M. Vinogradov, Some theorems concerning the theory of primes, Mat. Sbornik N.S. 2 
(= 44) (1937), 179—19. Die „Goldbachsche Vermutung“, daß 2% alle geraden Zahlen > 4 enthält, ist bisher nicht 
be wiesen. 
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Schnirelmann [7], [8] zeigte weiter, daß die Zahlenmenge & = {0%, 1*, 2%, ...} (wo 
k eine feste natürliche Zahl bedeutet) eine beständige Basis ist. — Daß & überhaupt 
eine Basis endlicher Ordnung ist, wurde 1770 von Waring [22] vermutet und erstmalig 
1909 von Hilbert [12], [13] bewiesen. Einen völlig elementaren, an die Methoden von 
Schnirelmann anknüpfenden Beweis dafür gab Linnik [18]; sein Beweis ist durch die 
Darstellung von Chintschin [11] bequem zugänglich gemacht. Wie Rieger [19] bemerkte, 
läßt sich dieser Beweis unschwer so ausgestalten, daß er die weitergehende Aussage von 
Schnirelmann liefert, daß $ sogar eine beständige Basis ist. Eine Anwendung des er- 
wähnten Satzes von Schnirelmann gab Turski [21]. — Als Verallgemeinerung des Waring- 
Hilbertschen Satzes sei seine Übertragung auf Polynomwerte statt k-ter Potenzen er- 
wähnt: Ist f(x) ein Polynom und ist f(n) ganz und >0 fürn =(0,1,2,..., so bildet die 
Menge der Zahlen f(0), f(1), f(2),... eine S-Basis. Diese Behauptung wurde im weseni- 
lichen ebenfalls von Waring [22] ausgesprochen; den ersten Beweis erbrachte Kamke 
([16] und weitere Arbeiten), der dabei an Hilbert [12], [13] anknüpft. — Der von Hua 
([14] und weitere Arbeiten) mit anderen Methoden bewiesene sogenannte Waring-Gold- 
bachsche Satz kann) in unserer Ausdrucksweise wie folgt ausgesprochen werden: Haben 
PB und ft die obige Bedeutung, so ist ® X eine S-Basis. Ein sich an die Schnirelmannschen 
Methoden anlehnender Beweis dieses Satzes fehlt anscheinend bisher. 

Ferner zeigte Schnirelmann [8]: Seien €, C, Konstanten und sei (i) eine positive, 
wachsende Funktion. Sei ® eine aus den Zahlen , =0 <b, =1<b,<b,;,<+:: be- 
stehende Zahlenmenge, deren allgemeines Element der Ungleichung 5b; <S Ci p(i) genügt. 
Sei f(z) die Anzahl der Lösungen der Gleichung 5;+b,=z mit 5, >0,b,>0. Sei 


Sfla<c. ? 
ZEA<Cu 
Aus dem Beweis von Schnirelmann geht sogar hervor: Ist X eine die 0 enthaltende Zahlen- 
menge mit positiver Dichte und setzt man AB = €, so hat auch 2€ eine positive Dichte. — 
Sei gli) >0 für i>i, und pfli) = oVi) für i> oo. Sei ®B eine aus den Zahlen 
b=0<b,=1<b,<b,<:-: bestehende Zahlenmenge; sei b; = O(ip(i)). Sei g(y.x) 
für 0<y<x die Anzahl der Lösungen von 6, —b,=y,b, <r,b, <r. Sei 

x z a ı3 
Ze) - 0, =) 
Dann ist ® eine beständige Basis, und 28 hat eine positive Dichte). Auch hier geht 
aus dem Beweis hervor, daß (wenn € wie oben erklärt ist) auch 2€ eine positive Dichte 
hat. — Ist r(t) eine reelle, dreimal differenzierbare Funktion der reellen Veränderlichen {, 
die für 1 > 0 folgende Ungleichungen erfüllt: 


Dann ist ® eine beständige Basis, und 28 hat eine positive Dichte. 


r(t)>0, rl) >1, 


Cı [7 Ca =. 
.. ” 2 1 
er ne für t>1, 
[273 C 
0>r"W>— 7 


so ist die Menge % der Zahlen [r(1)], [(r@)], [r(3)], - . . eine beständige S-Basis, und 275 
hat eine positive Dichte im Großen. Schnirelmann [8] gibt die Beispiele 

% = Menge der Zahlen [n log n] (n == 1, 2,054), 

% = Menge der Zahlen [log !'(n)] (n > n,), 

% = Menge der Zahlen [n log log n] (n Zn). — 





8) Wenn man die in der Originalarbeit bewiesene Aussage etwas abschwächt. 
®) In dieser Fassung enthält der Satz eine von Landau [43] herrührende Verschärfung. 








FF u 
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Angesichts dieser Beispiele kann man fragen, ob etwa jede Basis endlicher Ordnung 
eine beständige Basis ist, oder (was damit äquivalent wäre) ob jede S-Basis eine beständige 
S-Basis ist. Dies ist jedoch nicht der Fall, wie folgendes Gegenbeispiel zeigt: ® sei eine 
die 0 enthaltende Zahlenmenge, die keine Basis endlicher Ordnung ist und für deren 
Anzahlfunktion die Abschätzung B(n) > Yn gilt; eine derartige Zahlenmenge gibt es!"). 
Ferner sei Q\ die Menge der Quadratzahlen. ® sei die Vereinigungsmenge von ® und D. 
Die Zahlenmenge A werde so bestimmt, daß A® = B ist. Dann enthält X die O0 und hat 
eine positive Dichte, ® ist eine Basis endlicher Ordnung, und ® ist keine Basis endlicher 
Ordnung. Erst recht sind also folgende Behauptungen unzutreffend: 


(*) Sind X und ® Basen endlicher Ordnung, so ist auch AB eine Basis endlicher 
Ordnung. Sind A und ® S-Basen, so ist auch AB eine S-Basis. 


Ich möchte in Umkehrung von (*) die Frage aufwerfen, ob folgende (miteinander 
äquivalenten) Behauptungen richtig sind: Ist AB eine Basis endlicher Ordnung, so ist A 
eine Basis endlicher Ordnung. Ist AB eine S-Basis, so ist A eine S-Basis"). 


Wenn auch die Aussage (*) nicht allgemein richtig ist, so trifft sie doch in einer 
Anzahl interessanter Spezialfälle zu, wie es die obengenannten Beispiele beständiger 
Basen sowie der Waring-Goldbachsche Satz zeigen. Es wäre wohl wünschenswert, die 
obigen Beispiele zu verallgemeinern und womöglich Zusatzvoraussetzungen aufzufinden, 
unter denen die Aussage (*) richtig wird. 


Vielleicht geben dazu die Überlegungen einen Hinweis, die die Grundlage des 
Hilbertschen Beweises der Waringschen Vermutung bilden. Wie Hurwitz [15] er- 
kannte, kann von der Gültigkeit der Waringschen Vermutung für die Zahlenmenge 
K = {0%, 1%, 2%, ...} auf ihre Gültigkeit für die Zahlenmenge 2 = {0%*, 12%, 2%, ...} ge- 
schlossen werden, sobald die Existenz einer Identität 


N 
(40) m(? + +2 = Fldun + +d,2,)* 
=] 


ı 


mit ganzen Zahlen m und d,, und mit m >0,r 2 4 bekannt ist'?). Sein Gedankengang 
lautet in unsere Ausdrucksweise übersetzt: Sei Q = {0, 1,4,...} die Menge der Quadrat- 
zahlen; dann ist ®= Of. Nutzt man aus, daß als Basis endlicher Ordnung voraus- 
gesetzt ist und daß Q\ nach Lagrange eine Basis vierter Ordnung ist, so ergibt (40), daß 
auch £ eine Basis endlicher Ordnung ist. Hier hätte man einen Spezialfall von (*). 


Hilbert hat nun für jede natürliche Zahl k die Existenz einer Identität (40) tat- 
sächlich bewiesen. Er geht in seinen beiden Beweisen ([12] und [13]) jeweils von einer 
Identität mit einem bestimmten Integral aus; dieses Integral wird durch eine endliche 
Summe ersetzt. Erh. Schmidt [20] hat Hilberts Schlußweise geometrisch gedeutet; 
eine Anzahl anderer Autoren") hat gezeigt, wie die Identitäten (40) unter Vermeidung 
der bestimmten Integrale auf einem mehr algebraischen Wege gewonnen werden können. 

2) Beispielsweise leistet dies die Menge ® aller ganzen Zahlen b, die einem der Intervalle O<b<1!, 
2! <b<s3l,4dl<h<söl,... angehören (vgl. Kriterium 2 von $ 7); auch andere Sätze und Kriterien von $ 7 bieten 
Handhaben zur Konstruktion derartiger Nicht-Basen. 

u) $ ist in diesen Fällen eine Basis endlicher Ordnung bzw. eine S-Basis wegen B> AB. 

12) Schon vor Hurwitz wurden derartige Identitäten von anderen Autoren benutzt, um die Waringsche Ver- 
mutung für einige spezielle Exponenten zu beweisen. Bei der Identität (40) spricht Hurwitz nur von r = 4, aber seine 
Betrachtung läßt sich sofort auf r > 4 ausdehnen. Nach einer Bemerkung von Hilbert (mitgeteilt bei Kempner [17], 
S. 397/398) würde auch r = 3 ausreichen. 

13) Literaturangaben finden sich bei E. Schmidt [20] sowie bei Kamke [16]. 





120 Stöhr, Basen der natürlichen Zahlenreihe. II. 


Wir zeigen nun: 

A= ,=0,a, =1,a,a,...} bzw B={h=0,b,=1,b,b;,...} sei eine ge- 
gebene Zahlenmenge bzw. eine gegebene Basis endlicher Ordnung. Für jedes ganze s > \) 
seien ganze Zahlen M= M(s)>0,N=N(s) 0 so vorhanden, daß mit passenden 
buy Zy, eine Gleichung 


N 
(41) M,= 2b, 


v1 . 


gilt, und M, N mögen dabei unterhalb einer von s freien, nur von U und B abhängigen 
Schranke liegen. Dann ist AB eine Basis endlicher Ordnung. 


Beweis. Nach der Voraussetzung kommen für M(s) nur endlich viele Werte in 
Betracht; M’ sei ein gemeinsames Vielfaches dieser Werte. Dann erkennt man durch 
Erweitern von (41) mit dem ganzzahligen Faktor M’/M, daß es für jedes s>0 eine 
Gleichung 

N’ 

(42) Mb, = 2b, 


v=1 ,. 


’ 


gibt, in der M’ von s nicht abhängt und N’ = ni N wiederum unterhalb einer von s 





freien Schranke N* liegt. ® sei etwa eine Basis h-ter Ordnung; wir werden nun zeigen, 
daß AB eine Basis (kRN’+ M’—1)-ter Ordnung ist. — Sei z eine nichtnegative ganze 
Zahl. Wir zerlegen z= M’z’ +2’ mit 2 >0 ganz, 0 <z’ < M’—4A. Nach Voraus- 
setzung gilt mit passenden s,,...,s, eine Gleichung 


’=b, re 
also wegen (42) und b, =0, b, = 1 


a 


h h a 


s=Mz7 +z"=EMb +2"=2 Ib, 


n=]1 n=1rv=1 


+zb,, 
u=]1 


vn 
was zu beweisen war. 


In dem soeben bewiesenen Satz haben wir eine Verallgemeinerung des obengenannten 
Gedankengangs von Hurwitz. Es fehlt eine entsprechende Verallgemeinerung der Leistung 
von Hilbert; Jiese Verallgemeinerung müßte darin bestehen, unter geeigneten Voraus- 
setzungen (etwa der Basiseigenschaft von WM und weiteren, bisher nicht bekannten 
zusätzlichen Forderungen) die Existenz der oben postulierten Gleichungen (41) nachzu- 
weisen. — Vielleicht kann man hier die Worte zitieren, mit denen Poincarö!*) sein Urteil 
über Hilberts Arbeiten zum Waringschen Problem abschließt: ‚Wir dürfen nicht zweifeln, 
daß diese Betrachtungen ... eines Tages, wenn man ihren Sinn recht begriffen haben 
wird, auf erheblich weitreichendere Probleme als auf das Waringsche angewandt werden 
können.“ 


$ 10. Projektion und Verdichtung von Zahlenmengen. 


‘ Bei allen Definitionen dieses Paragraphen ist angenommen, daß & eine aus den 
Zahlen gg <g, <ga < bestehende endliche oder unendliche Zahlenmenge ist!); zur 
Erleichterung der Definitionen werde ferner g_, = — 1 gesetzt. 





14) Übersetzt aus H. Poincare, Prix Bolyai, Rapport. Acta Math. 35 (1912), 1—28. 

15) Um bei den folgenden Definitionen und Sätzen ein konkretes Beispiel vor sich zu haben, möge man etwa 
den Spezialfall betrachten, daß & aus allen nichtnegativen ganzzahligen Vielfachen einer fest gewählten natürlichen 
Zahl g besteht; dann ist 9, = ge. 
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Definition 1. ® sei eine Zahlenmenge; dann sei &® die aus genau denjenigen ganzen 
Zahlen g. € & bestehende Menge, für die es ein be B mit .-, <b < g. gibt. Wir nennen 
&* die Projektion von ® auf ©. 

Triviale Eigenschaften: G°< &; 6% = &; ist B< ©, so ist G° — B; insbesondere 
ist 9 = &; ist A > 8, so ist GT > &? und (&*)? = &?; insbesondere ist (GP)? — GP: 
ist &< 9, so ist 6”) — &®; insbesondere ist &®*) — &®. (Dagegen ist die Aussage 
BR) — (GR)® nicht allgemein richtig.) 


Definition 2. & {B} sei die Zahlenmenge, die aus genau denjenigen Zahlen c besteht, 
für die es ein be ® mit g.-, <b <g. gibt. Wir nennen ®{B} die Verdichtung von ® 
mittels ©. 

Triviale Eigenschaften *): 3/8} = 8; 6{3}= 38 für unendliches 6; 
(E{BY)G = EP); {HG} = H für unendliches G; insbesondere ist G{G} — 3 für 
unendliches ©; stets ist G{H{B}} = (GH)[B}; aus A< B folgt G{A}< G{B}. 


Definition 3. Ist M eine Zahlenmenge, so sei &,, die Menge aller (eo ipso nicht- 
negativen) ganzen Zahlen b mit g.-, <b < gm, wobei me M ist. 

Triviale Eigenschaften: &,>MG; Zn =M; & = 8 für unendliches G; aus 
B< Gy folgt GLBI<M; für unendliches & folgt aus G{B}<M auch umgekehrt 
B< Gy; aus MEN folgt Gy < Gy. 

Definition 4. Die Zahlenmenge ®& heiße r-dicht, wenn sie unendlich ist und wenn 
G—&-ı Sr für i=0,1,2,... (in inf.) ist, mit anderen Worten, wenn von je r auf- 
einanderfolgenden nichtnegativen ganzen Zahlen immer mindestens eine zu ® gehört. 

Triviale Eigenschaften: Ist & r-dicht, so ist r > 1; ist ferner r’ > r, so ist ® auch 
r'-dicht. Ist & 1-dicht, so ist & = 3. Ist & r-dieht und &< 9, so ist $ ebenfalls r-dicht. 
Ist o eine reelle Zahl, so ist & genau dann [o]-dicht, wenn für jedes reelle &> — 1 dem 
Intervall &<g< £ + o mindestens eine Zahl ge & angehört. Jede r-dichte Zahlenmenge 
besitzt mindestens die Dichte im Großen r-!, sie ist also eine S-Basis. Ist & r-dicht und 
ist 9 s-dicht, so ist das Produkt ®$ (rs)-dicht. 

Definition 5. «x und ß seien reelle Zahlen. Die Zahlenmenge & heiße (x, ß)-regel- 
mäßig, wenn |; —ia| s Pf füri=0,1,2,... (ininf.) ist. © heiße regelmäßig, wenn 
für passendes «, ß (x, P)-regelmäßig ist. 

Triviale Eigenschaften: Ist & (x, )-regelmäßig, so ist x >21, > 0; ferner besitzt 
& die „natürliche Dichte“ lim G(n)/n = x-!, und ® ist [x + 2ß]-dicht. 

n=1,2,... 

Satz 1. B und © seien Zahlenmengen; © sei r-dicht. h sei eine natürliche Zahl. hB sei 

s-dicht. Dann ist h(&®) (s + h(r — 1))-dicht. 


Beweis. Nach Voraussetzung gibt es zu jedem n > 0 solche Zahlen b"),..., bc 8, 
daß y = 5b) + --- + 5® der Ungleichung n <y<n-+ s genügt. Zu jedem 5(” werde 
g'” als die kleinste Zahl g’”e & mit g(” > b” bestimmt. Dann ist g(” € &® und, da & 
r-dicht ist, 


(43) pm) < g(” < di") + "per 8 
Setzt man 2= g) + ++ g®, so folgt zeh(G?) und 
(44) yszsy+h(r—i), 


16) Im folgenden wird mehrfach von der in $ 9 betrachteten Produktbildung Gebrauch gemacht. 
17) Für unendliches & kann diese Eigenschaft auch zur Definition von & {B} dienen. 
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alson Sze<n+s+h(r—1); d.h. für jedes nichtnegative n gibt es ein ze h(G*), 
das der letztgenannten Ungleichung genügt. 

Satz 2. B und © seien Zahlenmengen; © sei r-dicht. h sei eine natürliche Zahl. h(®?) 
sei t-dicht. Dann ist hB (t + h(r — 1))-dicht. 

Beweis. Nach Voraussetzung gibt es zu jedem n > 0 solche Zahlen g',...., g”e &*®, 
daß 2=g") + .--+g® der Ungleichung n+h(r—i)<xz <n+tt+h(r—1) ge- 
nügt. Zu jedem g‘” werde 5/” als die größte Zahl mit 5”e 8 und 5") < g(” bestimmt. 
Da & r-dicht ist, gilt wieder (43), und wenn man y = 5b) + --- + b® setzt, gilt (44), 
alıon <Sy<n-+t-+h(r—1); d.h. für jedes nichtnegative n gibt es ein yeh®, das 
der letztgenannten Ungleichung genügt. 

Satz 3. © sei r-dicht und sei fest gewählt. Eine Zahlenmenge ®B ist dann und nur dann 
eine S-Basis, wenn ihre Projektion ©? eine S-Basis ist. 

Beweis. Ist ® eine S-Basis, so enthält AB für passendes h eine unendliche arith- 
metische Progression, ist also s-dieht mit passendem s. Nach Satz 1 ist dann h(®*) 
(s + h(r — 1))-dicht, ist also eine S-Basis. — Das Umgekehrte folgt ebenso mittels Satz 2. 


Satz 4. ®B und © seien Zahlenmengen; © sei («, ß)-regelmäßig. Es werde G{B} = € 
gesetzt. h sei eine natürliche Zahl. hB sei s-dicht. Dann gibt es eine nur von h,s,«, ß ab- 
hängige Zahl s’ so, daß hE& s’-dicht ist. 

Beweis. & ist [x + 2]-dicht, also gibt es nach Satz 1 für jedes (nicht notwendig 
ganze) n > —1 solche Zahlen gu), ... .,g,me &?, daß 

n <sguy+'+gm<n+s+hla +28 —1] 
ist. Wegen | g,.m — ac” | < ß ist also 
n—hB<all” +. +") <n+s+hla +2B—A1]-+ hp. 


> a z=cd) + .--+.c® folgt: Zu jedem n’> — 1 > 
s+ h[x + 2ß 


& 


Mit den Abkürzungen n’ = 


gibt es ein zeh@E mit n" <sz<n + wail aa Daraus folgt die Be- 
hauptung. 


Satz 5. B und © seien Zahlenmengen; © sei (x, B)-regelmäßig. Es werde G{B} = € 
geseizt. h sei eine natürliche Zahl. h& sei t-dicht. Dann gibt es eine nur von h,t, «a, ß ab- 
hängige Zahl t' so, daß hB t'-dicht ist. 

Beweis. Zu jedem n > — 1 gibt es Zahlen c,..., "ec € so, daß 

n<sl) +. + M<n+t 
ist. Setzt man g,n) = g”, so ist g”e ©, und wegen | g” — ac” | < Bß ist 
oan—hBsg” +. + <an+tat+hß. 


Also ist k(G&*?) [xt + 2hß]-dicht. Da ferner & [x + 2ß]-dicht ist, folgt aus Satz 2 die 
Behauptung. 


Satz 6. © sei regelmäßig und sei fest gewählt. Eine Zahlenmenge B ist dann und nur 
dann eine S-Basis, wenn ihre Verdichtung & {B} eine S-Basis ist. 


Beweis. Folgt aus Satz 4 und Satz 5 nach dem Muster des Beweises von Satz 3. 


Satz 7. & sei regelmäßig und sei fest gewählt. Sowohl ® als auch &{B} mögen die 
Zahlen O0 und 1 enthalten. Dann ist B stets und nur dann eine Basis endlicher Ordnung, 
wenn &{B} eine Basis endlicher Ordnung ist. 








die 


au 


ur 
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Beweis. Folgt aus Satz 6 unter Benutzung des in $ 9 genannten Satzes, daß eine 
die Zahlen 0 und 1 enthaltende S-Basis eine Basis endlicher Ordnung ist!®). 


Satz 8. © sei (a, ß)-regelmäßig. h sei eine natürliche Zahl; es werde 
(«—28—1)h—2] i 


& 


gesetzt, und es seis 1. Die Zahlenmenge M möge die 0 nicht enthalten; von je s genügend 
großen aufeinanderfolgenden ganzen Zahlen sei stets mindestens eine in hM enthalten?). 
Dann ist Gy eine Basis h-ter Ordnung im Großen. 

Beweis. n sei eine genügend große natürliche Zahl; wir haben ne hG,, zu zeigen. 
Wir bestimmen ganze Zahlen k, lmitn = [ak] + 1,1 +[—oa]+[—hPf]sIs[— hp]; 
das ist für jedes ganze n möglich. Wenn n und folglich auch k genügend groß ist, gibt es 
nach der über AM gemachten Voraussetzung ein zehM mit k<z <sk+s—1. Sei 
z=m») + .-:+m®", mM" ceM. Wir betrachten alle ganzen Zahlen 5") ,..., 5% mit 
gm +1 sb” <g,.m. Diese Zahlen liegen sämtlich in G,„; ihre Summen 
y=b") + --++ 5" durchlaufen alle Zahlen des Intervalls 


it tan thsy sg. mt" + gm. 


Wegen ni— B<sg Sai+Pß für i > 0%) ist also jedenfalls ye h(®,) für alle ganzen 
Zahlen y des Intervalls az + h($ —a« +1) sy <saz— hp. Diesem Intervall gehört 
auch die Zahl n an, denn es ist g 


n=[ak]) +1!sak+1lsaz+lsaz—hBß 
und 
n=[ak])+l1>oaok—i+12zoa2—s+1)—i-+I 
> a2 —as—hß— 2202 — (a —2$B —A)h—hß=az+hß—a +1). 


Also ist ne h(Gy)- 
Durch geeignete Verschärfung der Voraussetzungen von Satz 8 kann man erreichen, 
daß &,, sogar eine Basis h-ter Ordnung wird. Ein Beispiel gibt 


Satz 9. g und h seien natürliche Zahlen. © sei (g, O)-regelmäßig, also g; = ig für 
i>0. Ferner seiM eine Basis h-ter Ordnung. Dann ist &, eine Basis h-ter Ordnung. 


Beweis. n sei eine nichtnegative ganze Zahl; wir wollen n € h(G,,) zeigen. Für n = 0 
ist das klar; es sei also n > 1. Wir bestimmen ganze Zahlen k,lmitn=gk-+Il,k>2A, 
—g+1<sIıI<s0. Seik= m") ++ m", m” eM. Wegen k > 1 können nicht alle 
m!” verschwinden; es sei etwa m!’ >41. Wir betrachten alle ganzen Zahlen 5” mit 
gm) —g +1 <b" <gm“ und 5” = gm” für n=2,3,...,h. Diese Zahlen liegen 
sämtlich in Gy; ihre Summen y = 5b" + - +» + b® liegen in k(&,) und durchlaufen alle 
ganzen Zahlen des Intervalls 


gk—g+1= gm") —g+1+ gm” ++: .+ gm" <y <gm" + ++ gm" = gk. 
Diesem Intervall gehört auch die Zahln = gk +1 an; also ist ne h(Gy). 


18) Man kann den Beweis auch ohne Benutzung des Begriffs der $-Basis führen, indem man direkt an Satz 4 
und Satz 5 anknüpft und benutzt, daß eine r-dichte Zahlenmenge, die die 0 und die 1 enthält, wegen ihrer positiven 
Dichte eine Basis endlicher Ordnung ist. 

19) Es wird also etwas weniger verlangt als daß AM s-dicht sein soll. 

2) Man beachte, daß die Voraussetzung i > 0 für alle hier in Betracht kommenden Indizes erfüllt ist, denn 
wegen OEM ist mm > mm) —1>0. 

16* 
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$ 11. Summen einer Basis und einer anderen Zahlenmenge. 


® sei eine Zahlenmenge mit 0, 1 € B. Für jede natürliche Zahl m sei l(m) die kleinste 
natürliche Zahl I, für die m = 5") + --- + 5® mit 5) ,...,5® € 8 lösbar ist. Es werde 


iy= fin 3 Z I(m) 
n=1,2,... X! m=1 
gesetzt; für Ay, ist auch der Wert oo zugelassen. A, heißt die mittlere Ordnung von #. 
Wenn 8 eine Basis endlicher, etwa A-ter Ordnung ist, so ist offenbar stets I(m) <h, 
also A, < h. Ist umgekehrt A, endlich, so ist ® eine Basis h-ter Ordnung mit h< 24,, 
wie zuerst von Vinogradow bemerkt wurde®). 

A. Brauer [23] und S. Selberg [27] zeigten: Ist X eine (nicht notwendig die O0 ent- 
haltende) Zahlenmenge mit der Dichte «, ist ® eine Basis endlicher Ordnung und ist y 
die Dichte von YW + 8, so gilt®) 

1— ya 31 — a) 

A ) hy ) 

Für 0 <a <1/9 ist die erste, für 1/9 <a <A die zweite Abschätzung besser. Eine 
Zahlenmenge 8, die die Eigenschaft hat, daß für jede Zahlenmenge X mit einer Dichte «& 
(wobei 0 <a <1 sei) die Summe X + ® eine Dichte y mit y> 9(x&) > « besitzt, heißt 
eine wesentliche Komponente. Alle Basen endlicher Ordnung sind demnach wesentliche 
Komponenten. Diese Aussage ist nicht umkehrbar; Linnik [26] gab ein (recht kompli- 
ziertes) Beispiel einer Zahlenmenge, die eine wesentliche Komponente, aber keine Basis 
endlicher Ordnung ist. 

Es sei hier die Frage aufgeworfen: Gibt es eine solche Zahlenmenge X, die im Großen 
die Dichte 0 hat, daß für jede Basis ®8 von endlicher Ordnung die Summe A + 8 eine 
positive Dichte hat? Da es für jedes e >0 eine Basis ® von endlicher Ordnung mit 
B(n) = O(n®) gibt, müßte für ein derartiges X jedenfalls n! = O(A(n)) für jedes e> 0 
sein. Es ist wohl weder bewiesen noch widerlegt, ob beispielsweise die aus 0, 1 und allen 
Primzahlen bestehende Zahlenmenge ®* die für A gewünschte Eigenschaft hat. Man 
kennt aber folgende Spezialfälle: Ist k eine natürliche Zahl und & die Menge der Zahlen 
0%, 4%, 2%,..., so hat ®B* + f eine positive Dichte (Romanoff [59], [60]). Ferner hat 
P* + P* eine positive Dichte (Schnirelmann [7], [8]). — Eine etwas bescheidenere Frage 
ist: Gibt es eine solche Zahlenmenge X, die jm Großen die Dichte O0 hat, daß für jede Basis ® 
zweiter Ordnung die Summe A + ®3 eine positive Dichte hat? In diesem Falle müßte 
n'' =: O(A(n)) sein. 

Die Vermutung liegt nahe, daß etwa die Summe zweier Basen zweiter Ordnung stets 
eine positive Dichte hat. Dies ist jedoch falsch, wie der folgende allgemeinere Satz zeigt: 


y>alt+ y2elt+ 


Satz. h und k seien natürliche Zahlen, h = 2. Dann gibt es k Basen h-ter Ordnung 
Bor Bir Ba-ı mit der Summe S = BB, + Bı +’ + Bi-ı so, daß (h—1)S = T die 
Dichte 0 hat. (Wir werden sogar ein Beispiel mit T(n) = O(n') bei passendem r<.1 kon- 
struieren.) 
Beweis. %,,. sei die Menge aller in der Gestalt 
k-1 
i= Er® mitr,,=nundO0 sr, sh—ifürv#x 
„‚=0 
21) Mitgeteilt in [52], Fußnote 13 des russischen bzw. Fußnote 3 des englischen Textes; der dort angegebene 
sehr einfache Beweis wurde später auch von $. Selberg [27] gefunden. 
=) Für die Vorgeschichte dieses Satzes (einen Spezialfall behandelte Khinichine, die Hauptarbeit leistete 
Erdös [24], eine Verschärfung stammt von Landau) siehe Rohrbach [6] sowie 8. Selberg [27]. — Für Übertragungen 
auf die Dichte im Großen siehe Rohrbach ([6], S. 225) und die dort genannte Literatur sowie Klöter [25]. 
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darstellbaren Zahlen. g sei eine feste natürliche Zahl mit g > (h— N k. Wir bezeichnen 
mit ®,, die Menge derjenigen Zahlen z, die in der Gestalt z= Z Jg’ mit folgenden 


Nebenbedingungen darstellbar sind: OS j, < g— 1; höchstens endlich viele j, sind von 
Null verschieden; ist j, # 0, so ist » mod h* einer Zahl aus $,, kongruent. Es werde?) 


= u B,. fürü0<xr sk—1 sowie 6S=B,+%Bı+ "+ B,_, gesetzt. Wir zeigen, 
daB Bart But + 8... 8 für 0<#Sk—1 ist. In der Tat ist jede Zahl 
ze 8 in der Gestalt = = - zZ Jg’ mit O<jJ,<g—1 und höchstens endlich vielen j, + 0 
ru Für jedes feste » sind die Mengen %,, (0 <n <sh-—-1) elementefremd, und 
u %,.„ ist die Menge der Zahlen 0,1,2,...,A*—1. Setzt man also 5” — z J»g’ (wo die 


Summation 2’ nur über diejenigen » zu erstrecken ist, die mod h* einer Zahl aus $,, kon- 
gruent sind), so ist z= 59 +5 + --- + 5" mit be ®,.. Wegen 


hB,> Box % Bir a ee = B,-1% — 3 
ist also ®, eine Basis h-ter Ordnung. Es ist**) 


k—1ı k—-ıh-1 k—1ı 
T=(h—1)E=-h—1)z2 u.=(h—1I)z UB,„=U 3 Z3.=U2,. 
”„=(0 »=0.n=0 H»a=0 neH, H 


Die hier neu auftretenden Symbole sind wie folgt erklärt: H, sei eine Menge von h—1 
(verschiedenen oder gleichen, dann mit der passenden Vielfachheit zu nehmenden) Zahlen 
Nm** mn Nn-ı mit 


(45) sms Sm-ı Sh—1. 


2 3, bedeutet dann die (k— 1)-gliedrige Summe ®, „+ "+ ®,,_,.. Die Menge der 

neH, 

Indexmengen H,,..., H;-ı werde mit H bezeichnet; die Vereinigungsmenge U ist über 
H 


k-1 
alle solehen H zu erstrecken. Abkürzend ist $8_ 38, = T, gesetzt. Sei ze T, also 
»=0.nEeH, 
k—1 
2= 5 2 2” mit ze B,,. Wir stellen z und die z(”” im Zahlensystem der Zahl g dar: 


»=0 neH, 


2= zZ ig, 2) m z 9a mit O<„,<sg—A1,0sj"” sg—1, höchstens endlich 
v=0 


BE ar j, #0 und höchstens endlich vielen j"” +0. Wegen (45) gibt es für jedes 
mindestens ein n, mt O<n„sh—1 und „€ H,. Mit Hilfe solcher »„ bilden wir 


k-1 
x = 5 n.h*; dieses x liegt im IntervallO<x < h*—1, und für ne H, ist x nicht in %,, 
”=0 
enthalten. Für y > 0 und y = x (mod h*) En 
k—1 
F} jrg’ a3= 5 zZ ze) — = Fr; z 9 g (mod gu+t). 
»=0neH, »=0 neH,„v=0 
Nach der Konstruktion von x, y und ,, ist j(”? = 0 für ne H,; also ist 
k—-ı k—1ı 
0<E 2 2 WE SsSz zZ (Hr —1)=(h—Nkl— 1) <(h—1)kgr, 
»=0 neH,v=0 »=0nEeH, 


23) Das Symbol U verlangt die Bildung der Vereinigungsmenge. 
2%) 5 auf Zahlenmengen angewandt fordert die Bildung der Summe der Zahlenmengen. 
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woraus durch Vergleich mit der vorangegangenen Kongruenz die Aussage 0 <Sj,<(h—1) 
folgt. 7,, besteht also höchstens aus den Zahlen z= > „ge mit O<Sj„,sg—i 
‚=(0 


stets, O <jJ, S(h—1)k— 1 für v»=x (mod h*) und höchstens endlich vielen j, # 0. Die 
Anzahl der Zahlen z mit dieser Beschaffenheit und z < n ist ein O(n*’) mit 


„ _ log((h— 1) kg*-ı) 
log g* 
Wegen (hk—1)k<g ist r<41. Also ist 7,(n)=O(n’). Wegen T = U T,, folgt daraus 
H 


T(n) < T„(n) = Z0(n’) = O(n‘), 
H H 


was zu beweisen war. 


$ 12. Einige verwandte Fragestellungen. 


In diesem Paragraphen mögen einige Untersuchungen angeführt werden, die sich 
mit Verschärfungen, Verallgemeinerungen oder anderweitigen Abänderungen des Basis- 
begriffs befassen. Die Zusammenstellung soll keinen Anspruch auf Vollständigkeit erheben, 
zumal die Abgrenzung dessen, was hier aufzunehmen ist, wohl kaum ohne eine gewisse 
Willkür vorgenommen werden kann. — Um die in $1 getroffene Verabredung einzu- 
halten, nach der große deutsche Buchstaben für Mengen nichtnegativer ganzer Zahlen 
reserviert sind, wollen wir allgemeinere Mengen addierbarer Größen), etwa Mengen von 
ganzen Zahlen, von Restklassen usw. mit Blockschriftbuchstaben A, B,... bezeichnen. 
Z sei immer die Menge aller ganzen Zahlen. In jedem Falle ist die Summe A, + + A, 
wieder als die Menge aller in der Gestalt a + --- + a”, a”eA, darstellbaren Größen 
erklärt. Unendliche Summen A, + A, + --- bilden wir nur, wenn alle Mengen A, mit 
höchstens endlich vielen Ausnahmen das neutrale Element 0 enthalten. Wir verstehen 
dann unter der genannten Summe die Menge aller in der Gestalt a + a® + - -- (mit 
a” €A, , höchstens endlich viele a'” + 0) darstellbaren Größen, wobei noch vereinbart sei, 
daß aus einer unendlichen Summe Nullen fortgelassen werden dürfen (so daß in Wirklich- 
keit nur endliche Summen von Elementen benutzt werden). 


a) Summen oder Differenzen mit beschränkt vielen Gliedern. 
ax) Ohne Eindeutigkeitsforderungen. 


h und ® seien fest vorgegeben; ® sei eine Basis h-ter Ordnung. u(z) sei die größte 
Zahl u, für die 


z=b) + ..-.+5m, DIEB, b9 > u (n=1,..,4) 


lösbar ist. Offenbar ist dann und nur dann u(z) — © für z— oo, wenn jede Zahlenmenge, 
die aus ® durch Weglassen endlich vieler Zahlen entsteht, eine Basis h-ter Ordnung im 
Großen ist. Es entsteht die Aufgabe, nichttriviale untere Abschätzungen für u(z) zu 
finden, etwa indem eine monoton gegen oo strebende Funktion f(z) mit f(z) < u(z) für 
alle z > 0 angegeben wird?®). Untersuchungen 'dieser Art sind beispielsweise beim Waring- 
schen Problem angestellt worden. Eine mit dieser Fragestellung zusammenhängende all- 
gemeine Definition gab Schnirelmann [8]: Eine Zahlenmenge ® heißt starke S-Basis, 


2) Wobei für die Addition immer die üblichen Rechenregeln gelten sollen. 
26) Das ist nicht für jedes ® und h möglich. Gegenbeispiel: ® sei die aus der O0 und allen ungeraden positiven 
Zahlen bestehende Menge; h = 2. Dann ist u(z) = 0 für jedes z€ ®. 
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wenn es solche nur von & abhängigen Zahlen c, h, A (wo ce und h natürliche Zahlen sind 

und A reell?”) ist) gibt, daß jede durch c teilbare positive Zahl x eine Summendarstellung 
zb) 4... HrEeB, Br>Ar (n=4,..„h;hsh) 

zuläßt. 

n sei eine natürliche Zahl. Eine Menge A von ganzen Zahlen a,,..., a; heißt eine 
Differenzbasis für n, wenn die Gleichung a, — a, = m mit a,, a,c A für jedes ganze m 
mit O<m <n (oder, was offenbar dasselbe besagt, mit |m | <n) lösbar ist. A heißt 
eine eingeschränkte Differenzbasis für n, wenn überdies noch 0 <a, <n für alle «,c A 
gefordert wird (A. Brauer [34]). Sei k*(n) bzw. k**(n) die kleinste Zahl k, zu der es eine 
aus k Zahlen bestehende Differenzbasis für n bzw. eingeschränkte Differenzbasis für n 


gibt. Es gibt dann Konstanten x* und x** mit V: 4 z su" su’ s | . sodaß 


/ 3 ’ 
k*(n) 


Yn 


* 
> x* für allen = 1 und lim en = x* (Redei und Renyi [55]) 


(46) 


n—>®& 


sowie 
* 


(47) 2 


un > x** für allen > 1 und lim a. — x** (Erdös und Gäl [41]) 
gilt. — Unter einer universellen Differenzbasis wollen wir eine solche Menge A von ganzen 
Zahlen a,, @,,@,,... verstehen, daß jede Zahl ze Z in der Gestalt z= a, —a, darstellbar 
ist. Die Aufgabe, eine universelle Differenzbasis Y aus nichtnegativen ganzen Zahlen so an- 
zugeben, daß die Anzahlfunktion A (n) in irgendeinem Sinne klein bleibt, ist ohne zusätz- 
liche Forderungen uninteressant. Denn sind c,, c,, . . . (in inf.) irgendwelche Zahlen aus 3, 
und ist A die Vereinigungsmenge der Zahlen c,,c, + 1,04, C3 + 2,0, C; + 3,... (in inf.), 
so ist A eine universelle Differenzbasis, und durch Vorgabe einer genügend rasch an- 
wachsenden Folge c,, C,, ... kann erreicht werden, daß die Anzahlfunktion A (nr) beliebig 
langsam gegen oo geht. Sinnvoller ist es, an Stelle der Anzahlfunktion eine Funktion g(n) 
zu betrachten, die jeder universellen Differenzbasis A = {a,, a,, @,,...} durch folgende 
Festsetzung?) zugeordnet wird: i(z) sei die kleinste Zahl, für die z= a, — a, mit Indizes 
i <i(z), j] Si(z) lösbar ist; für jedes ne 3 sei dann g(n) = max i(z). Dann bilden 
zjisn 
Ag, 41, Ay,» Ay, eine Differenzbasis für n; also ist k*(n) < zu + 12°). Umgekehrt 
gibt es eine Differenzbasis für n, die aus k*(n) Zahlen a,, a,, 43, . -, Amy. besteht, 
und diese kann man zu einer universellen Differenzbasis fortsetzen. Durchläuft also A 
alle universellen Differenzbasen und g(n) bei festgehaltenem n die zugeordneten Funk- 


tionen, so ist 
(48) min g(n) = k*(n) —1. 
Eine untere Abschätzung für g(n) ergibt sich auch ohne Benutzung der Funktion k*(n) 


daraus, daß aus den g-+ 1 Zahlen a,, a,, - - -, a, höchstens ( ji u 


Differenzen gebildet werden können; also ist n S er} ) und folglich Yn = O(g(n)). 


verschiedene positive 


Andererseits gibt es universelle Differenzbasen, für die g(n) = O(yn) ist. Man kann 
dabei sogar vorschreiben, daß , = 0 <a, <a,‘ sein soll; die universelle Differenz- 
basis ist dann eine Zahlenmenge N. 





#7) Wir fügen noch hinzu: A soll positiv sein. 
28) Bei der es auch auf die gewählte Reihenfolge der Zahlen a,, a,, a,, .... ankommt. 
2) Der Summand + 1 rührt von der bei k*(n) mitgezählten Zahl a, her. 
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Beweis. U, sei die Menge der Zahlen a”, die in der Gestalt 


a” — 5 e,4® mit &, = 0 oder 1 und höchstens endlich vielen &, + 0 
e=0 


darstellbar sind, und X, sei die Menge der Zahlen a‘, die in der Gestalt 


a = 5 8,2 -4® mit &, = 0 oder 1 und höchstens endlich vielen e, + 0 
o=0 

darstellbar sind. X sei die Vereinigungsmenge von X, und W,. Man sieht dann leicht, daß 
es eine feste Zahl x mit A(m) < »ym für jedes me 3 gibt®°). Wir zeigen, daß dieses \ 
eine universelle Differenzbasis mit der behaupteten Eigenschaft ist. z sei eine natürliche 
Zahl. r>0 sei die (stets vorhandene) ganze Zahl mit z<2-4—1 <A4z. Dann ist 
4-4" —2<8z, also, da z und 4’ ganze Zahlen sind, 4-4” —1<8z. Wir setzen 
E_ 3 4. Dann ist z Bi. ns <2,, also z+727'< s 

0o=0 3 3 3 
z2+2'<2-4+2-4°—2”"**, Wir stellen z+z’ im dyadischen Zahlsystem dar: 


z; außerdem ist 


2r+l r r 

2+2'= 5 2° mit n, = 0 oder 1.Setzt man a” = 5 (1 — n,.) 4? und a = 5 190412 °4°, 
0-0 0=0 0=0 

so ist z = a — a” mit a” W,, ae A,, also a”, ae U. Ferner gilt die Abschätzung 


a) <sz+7'< “ z. Sind = 0 <a,<ag*:: die der Größe nach geordneten Zahlen 





3 r 
aus W, so sei a” = a,, a = a,. Dann ist  <i= A(a)) <A (3 2) < | >. Fürn>1! 
11 1/11 b> 
folgt g(n) = max i(z) = max i(z) < max «| —z=»l/—_n=0O(Vn). 
lz]£n 0<zsn 0<zsn / 3 3 
h und k seien ganze Zahlen, 1 <k<h. Für gegebene Zahlenmengen W,, - . -, Wı 


kann man fragen, ob jedes ze 3 oder jedes große ze 3 in der Gestalt 
z=a) +...+ aM —_ a8+D _... — aM mit amEN, 


darstellbar ist. Für spezielle Zahlenmengen sind solche Fragen vielfach untersucht worden; 
sie werden z. B. als ‚„‚easier Waring problem“, „‚easier Goldbach problem‘‘ usw. bezeichnet. 
— Die Zahlenmenge ® heiße eine erweiterte Basis k-ter Ordnung, wenn für jedes k mit 
I <sk<sh jede Zahl ze 3 in der Gestalt 


z — bi) + ...4 be _pk+D) _... — 5% mit b'9 € B 


darstellbar ist. Diese Definition stammt im wesentlichen von Rohrbach [5], der für Ab- 
schnittsbasen den entsprechenden Begriff einführte und zeigte, daß es erweiterte Ab- 
schnittsbasen h-ter Ordnung für n gibt, deren Elementeanzahl für festes h und wachsendes 
n ein O(n'*) ist. Daran anknüpfend habe ich [9] bewiesen, daß es erweiterte Basen ® 
von h-ter Ordnung mit B(n) = O(n'*) gibt). 

Eine erhebliche Abwandlung des Basisbegriffs ergibt sich, wenn man die Kon- 
struktion solcher h Mengen W,,... ., A, verlangt, daß A, + + A. = 3 ist. Die Ver- 
einigungsmenge B = A, v ** v A, ist dann eine Basis h-ter Ordnung®). — Ist ® eine 
Basis zweiter Ordnung, X, die Menge der Zahlen a = }b mit beB,b =0 (mod 2) und 
W, die Menge der Zahlen a = }(b — 1) mit, be ®B,b = 1 (mod 2), so ist A, +4, = 8. 


%#) Eine genaue Betrachtung ergibt übrigens, daß x = sV3 die kleinste Zahl x ist, die hier gewählt werden 
kann; vgl. Stöhr [10]. 

31) Das dazu benutzte Konstruktionsverfahren ergibt als Spezialfall das oben angegebene Beispiel einer uni- 
versellen Differenzbasis. 

32) Dies wurde bei der in $3 genannten Basiskonstruktion von Raikov und mir sowie im vorstehenden $ 11 
benutzt. 
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Aus A, + +9U=8 folgt 
(49) (An) +4) (Alm) +1)2nH+1. 


Beweis. U, enthält genau A,(n) Zahlen a mit 0 <a” <n, ferner ist 0€ A,, also 
ist A,(n) + 1 die Anzahl der Zahlen a'” € W, mit 0 < a” <n. Aus diesen Zahlen lassen 
sich höchstens so viele verschiedene Summen bilden wie die linke Seite von (49) angibt; 
unter diesen Summen befinden sich die n + 1 Zahlen 0, 1,2,...,n. 

Der in $3 besprochenen Aufgabe, solche Basen h-ter Ordnung anzugeben, deren 
Anzahlfunktion eine möglichst günstige obere Abschätzung zuläßt, kann man die Aufgabe 
gegenüberstellen, solche Zahlenmengen W,,.. ., X, mit Y, ++ A, = 3 anzugeben, 
für die die linke Seite von (49) oder für eine andere symmetrische Funktion der Anzahl- 
funktionen eine möglichst günstige obere Abschätzung zuläßt. Der Begriff der erweiterten 


Basis läßt sich folgendermaßen übertragen: W,,..., X, seien Zahlenmengen, und für 
jede Verteilung von Vorzeichen e,,...,&, (also e,= +1), bei der nicht sämtliche 
&e, = —1 sind, sei jedes ze 3 in der Gestalt z= &a” + +++ e,a® mit ae A, 
darstellbar ®®). Die Vereinigungsmenge solcher W,,..., A, ist eine erweiterte Basis h-ter 
Ordnung; umgekehrt haben W,,.. ., X, gewiß dann die genannte Eigenschaft, wenn sie 
sämtlich gleich ein und derselben erweiterten Basis h-ter Ordnung sind. Analoge Be- 
trachtungen lassen sich für endliche Zahlenmengen W,,..., W, anstellen, wenn man 
verlangt, daß X, ++ MW, die Zahlen 0, 1,2,...,n enthält. — Weitere zu diesem 


Problemkreis gehörende Aussagen siehe unter aß). 


aß) Mit Eindeutigkeitsforderungen. 


Ist AA +A,+:':=C (endliche oder unendliche Summe), so sagen wir: es gilt 
A, -- A, + oder auch: es gilt A, 4 A, ++. —=C, wenn aus 
mit ae A,,a"”eA, und mit 
(50) a” Fa9 +. -=a") +a® +--- höchstens endlich vielen a” +0 
und a” +0 
folgt, daß a”, a®,... und a“, a”®,... bis auf die Reihenfolge übereinstimmen. Sind 
alle addierten Mengen einander gleich, etwa AR =A,='''=A, so schreiben wir statt 
A, +: A, auch hA. Ferner sagen wir: es gilt A, 7A, --- oder auch: es gilt 
A,R,TA,tf :--=C, wenn aus (50) folgt, daß a) = a”), d® = a”, ... ist. 


Die Relation A, + A, 2... oder A, + A, - - - bleibt bestehen, wenn man darin 
einige A, ganz streicht oder durch eine Teilmenge von A, ersetzt. Aus A, FAa,+FA, 
folgt (A, + A,) 7 A,; dasselbe gilt für mehr als drei Summanden. 


Wir beschäftigen uns zunächst mit der strengeren Forderung ", Die Beziehung 
B B kann bei kommutativer Verknüpfung nur gelten, wenn B aus einem einzigen 
Element besteht; denn wäre etwa b,€ B,b,e B,5b, #b,, so wäreb, +b,=b, + b, ein 
Widerspruch zu B 7 B. Folglich besitzen in A, 7A, --- die Summanden A, paar- 
weise einen Durchschnitt, der entweder leer ist oder nur aus einem einzigen Element 
besteht. 

Bezeichnen wir mit 3, die Menge der Zahlen 0, 1,...,n, so folgt aus AUF: FWU= 3 
daß das Produkt der Anzahlen der Elemente von W,,.. . ., X, gleich n + 1 ist. Ein Beispiel 


3) Für ein Beispiel siehe Stöhr [9]. 


Journal für Mathematik. Bd. 194. Heft 1—4 
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für Mengen X,, W, mit X, 7 9, = 3, ist X, = {0}, X, = 3. oder nicht ganz so trivial: 


Ist n = n,n,, so ist 


(51) Zu, ) 2. {0, N, 2n,, u (nz - = 1)n,} ie 3-1. 


Weitere Beispiele: {0,1,4,5} 7 {0,2,8,10} = 35, {0,1,8,9} 7 {0,2,4,6} = 3,, 


(diese beiden Beispiele werden besonders durchsichtig, wenn man die Zahlen im dyadischen 


Zahlsystem schreibt), ferner {0, 1, 14, 15} 7- {0, 2,4, 6,8, 10,12} = 3,, und viele andere 


mehr. Beispiele für X,  :::+ A, = 3. lassen sich analog angeben; beispielsweise kann 
man (51) iterieren. — Wenn W, ++ WM, = 3 ist und für einen speziellen Wert n in 


(49) Gleichheit gilt, so setze man A, ein Bu = An 3„; dann ist 
ru. 
Ein einfaches Beispiel für A, 7 FW = 8 ist: A, = Menge der Zahlen 0, 2""' 
für n=4A,...,k—1; A, = Menge aller nichtnegativen ganzzahligen Vielfachen von 2%. 
Bei diesem Beispiel gilt in (49) Gleichheit für alle n=r:-2*—1, wenn r = 1 ganz ist. 
Das Beispiel zeigt zugleich, daß für k > 2 keine der Mengen N,,..., X, eine Basis end- 
licher Ordnung zu sein braucht. — Weitere Beispiele, die das soeben genannte Beispiel 
als Spezialfall enthalten, erhält man mit Hilfe von Zifferndarstellungen. Sind g,, 8, - - - 
(in inf.) natürliche Zahlen > 2 (sie dürfen einander gleich sein) und ist 
A, Eur: 
endliche Summen 
a” = G,ı + 81@,2 + 8182,83 + 8182850, +" " mit ae A,; 


darstellbar sind. Dann ist X, 7 -:- + X, = 3, und in (49) gilt Gleichheit für n= , —1, 
n = gıgs —A,n = 81828; —1,:-.- (in inf.). Man kann es bei dieser Konstruktion so 
einrichten, daß W,,.. ., X, sämtlich unendliche Zahlenmengen und sämtlich keine Basen 
endlicher Ordnung sind. 

Ein analoges Problem ist die Bestimmung von Mengen A,,...,A,, die aus ganzen 
Zahlen bestehen und für die A, + --- # A, = Z ist. Wenn solche Mengen vorliegen, so 
kann man die A, ersetzen durch die Mengen A, aller Zahlen a” — c,, wo a” € A, ist und 
Cy:+:.,0C% feste Zahlen aus Z sind; dann ist auch A, Fer. % A, — Z°®%), Lindenbaum 
[45] hat Mengen A,,A, mit A, + A, = Z mittels Zifferndarstellungen konstruiert); 
es ist dies wohl die erste Verwendung von Zifferndarstellungen für die Konstruktion von 
basisähnlichen Zahlenmengen. Auf die Konstruktion von Lindenbaum hat Todd [67] 
aufmerksam gemacht. De Bruijn [35] stellte den Satz auf: Ist A, + A,=Z undA, eine 
endliche Menge von ganzen Zahlen, so ist A, periodisch in dem Sinne, daß A, genau aus 
allen Zahlen gewisser Restklassen nach einem Modul besteht. De Bruijn [36] vermutete 
weiter: Besteht A, aus genau p Zahlen (p Primzahl), die in ihrer Gesamtheit teilerfremd 
sind, und ist O€ A,, so ist A, ein vollständiges Restsystem mod p, und A, besteht aus allen 


7 W,; = 3,1, 80 sei X, für n=1,...,h die Menge der Zahlen a”, die als 


Vielfachen von p. — Weitere interessante Beispiele von Mengen A,, A, mit A, TA,=Z 

sind in der Arbeit [36] von de Bruijn enthalten. Sei nämlich © die Menge der Zahlen s, 

die in der Gestalt s= $& e,2/(e,—=0 oder 1, höchstens endlich viele e;+0, und :,= 0 
j=0 

für j = 1 (mod 2)) darstellbar sind; a, und a, seien passende fest gewählte ganze Zahlen. 


%) Diese Eigenschaft, die man als Invarianz gegen Parallelverschiebungen bezeichnen könnte, gilt auch dann, 
wenn Z durch irgendeine additiv geschriebene abelsche Gruppe ersetzt wird. 

3) Lindenbaum [45] zeigte allgemeiner: Ist G eine additiv geschriebene unendliche abelsche Gruppe, so gibt 
es zwei solche mit G gleichmächtige Teilmengen A, und A, von G, daß a, + a, = 9,0, € A,,@€ A, für jedes 9.€ G 
auf eine und nur eine Weise lösbar ist. 
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A, sei die Menge der Zahlen a,s mit se ©, und A, sei die Menge der Zahlen a,s mit se ©. 
Dann haben A,,A, die gewünschte Eigenschaft etwa für a, =1,a, = —1 oder für 
a, = T,a, = —1 oder für a, = 13, a, = — 7; de Bruijn [36] gibt noch weitere der- 
artige Zahlenpaare a,, a, an. 

Wir wenden uns nun der Beziehung + zu. — Daß man an Basen nicht beliebige 
Eindeutigkeitsforderungen stellen kann, zeigt folgender Satz von G. A. Dirac [40]: ® sei 
eine unendliche Zahlenmenge; f(n) sei die Anzahl der Lösungen von n = b + b’ mit 
b,b’€e 8; für b + b’ werden dabei n = b + b’ und n = b’ + b als verschiedene Lösungen 
gezählt. Dann ist f(n) nicht konstant für alle großen n (vgl. auch [30]). In dieser Fassung 
ist der Satz trivial, denn f(r) ist ungerade für n —=b +b (wo be ®) und sonst gerade. 
Aber Dirac zeigte weiter, daß die Aussage bestehen bleibt, wenn man Darstellungen von n 
als Summe von zwei gleichen Summanden doppelt (statt einfach) zählt. Zählt man Dar- 
stellungen n = b + b dagegen überhaupt nicht, so zeigte Dirac, daß die Anzahl der 
Lösungen von n = b-+ b’ mit b, b’e ®B,, b + b’ nicht für alle großen n den Wert 2 haben 
kann. Vielieicht läßt sich für Summen von Ah (statt 2) Summanden etwas Analoges be- 
weisen; ein Desideratum wäre etwa: « Eine unendliche Zahlenmenge B und eine natürliche 
Zahl h 2 2 seien vorgegeben. X sei die Menge derjenigen natürlichen Zahlen n, die nicht 
in der Gestalt n= 5b) +5) +59 + ---+59 mit b”e®B (also mit mindestens 
zwei einander gleichen Summanden) darstellbar sind; N sei unendlich. g(r) sei die Anzahl 
der Lösungen von n = 5b) +59 + --- + 5” mit be 8. Dann kann g(n) nicht für 
alle großen ne N den gleichen Wert haben. » — Es mögen noch zwei Vermutungen von 
Erdös und Turän [30] genannt werden: ® sei wieder eine unendliche Zahlenmenge, und 
f(n) sei wie oben erklärt (also Summen von zwei gleichen Summanden werden dabei 
einfach gezählt). Dann wird vermutet 1) 5 (m) — xn ist für keine Wahl der Kon- 


m=1 
stanten x beschränkt; 2) ist ® eine Basis zweiter Ordnung im Großen, so ist f(r) nicht 
beschränkt. 

A sei eine solche Menge natürlicher ®*) Zahlen, daß z= a + a’ mit a,a’e A für jede 
natürliche Zahl z höchstens g Lösungen hat, wo g nicht von z abhängt. Diese Bedingung 
tritt in einer Arbeit von Sidon [32] über Fourierreihen auf?”). Fordert man dies mit 
g= 2, so ist das gleichbedeutend damit, daß die aus natürlichen Zahlen bestehende 
Menge X so beschaffen sein soll, daß a, + a,= a, + a, in Zahlen aus W nur trivial lösbar 


ist®), d.h. daß in unserer oben eingeführten Ausdrucksweise 24u gilt. Solche Mengen 
natürlicher Zahlen werden auch als B,-Folgen bezeichnet. Sie wurden von Erdös und 
Turän [30] untersucht. Durchläuft A alle B,-Folgen, so werde 


(52) ®(n) = max A(n) 
gesetzt. Die Funktion ®(n) läßt eine einfache Deutung zu. Unter einer endlichen B,-Folge 


für n werde eine Zahlenmenge X verstanden, für die 24 gilt und deren sämtliche Elemente a 


3) Die folgenden Resultate würden sich nicht wesentlich ändern, wenn man auch die 0 als Element von A 
zugelassen hätte; ich sehe von der Zulassung der 0 nur ab, um mit den Bezeichnungen in der über diesen Fragenkreis 
vorliegenden Literatur so weit als möglich in Einklang zu bleiben. 

37) Ähnlich lautende Bedingungen finden sich bereits in früheren Arbeiten desselben Autors: Math. Zeitschr. 34 
(1932), 484 und Math. Ann. 106 (1932), 539. Sidon behauptet dort (ohne Beweis), daß sich Folgen a <a,<--- 
mit a„ =O (nt) angeben lassen, die diesen Bedingungen genügen. 

38) Oder, was genau dasselbe besagt, daß a, — a, = a,— a, in Zahlen aus X nur trivial lösbar ist, mit anderen 
Worten, daß z = a,— a; für jedes 2 0 höchstens eine Lösung in Zahlen aus X zuläßt. — Diese Forderung wird 
abgeschwächt, wenn von einer Menge nur verlangt wird, sie solle keine arithmetische Progression von n + 2 Gliedern 
enthalten (n > 1). Auch solche Mengen sind wiederholt untersucht worden; einen Bericht über einschlägige Arbeiten 
gab Niven ([49], insbes. p. 422—423). 


3 
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den Ungleichungen 1 Sa <= n genügen. Dann ist ®(n) die maximale Anzahl vom Ele- 
menten, die eine endliche B,-Folge für n besitzen kann. Unter Heranziehung eines Satzes 
von Singer [63] zeigten S. Chowla [28] sowie Erdös [29], daß 

(53) lim O(n)/yn = 1 
gilt. 

Es gıbt By-Folgen A mit positivem lim A (n)/yn. Ein Beispiel erhält man wie 
folgt (Erdös [B]?%)): Zu einer Primzahl p; (die später aus einer speziellen Folge ent- 
nommen wird) bilde man für k=1,2,...,p; —1 die Zahlen a” = (4k + 2)p; + (R2); 
dabei bedeutet (A?) die ganze Zahl u mit u = A? (mod p,) und 1<Su<sp;, —1. Bei 
festem i bildet die Menge dieser af) eine B,-Folge, denn aus af) + af) = af) + af) 
folgt 7 +5 =k3 + ki (mod p,) und k,+k, =k,+ k, (mod p,), und daraus folgt 
weiter k, =k,,k,=k, oder k,=k,,k, = k,. (Eine nur wenig davon abweichende 
Konstruktion wird in [30] benutzt.) Die a{ lassen sich durch 


a <(4m —1)+2)pı + Ppı <Ap; 

abschätzen. Nun sei p, <ps<'- eine fest gewählte unendliche Folge von Primzahlen 
mit 9,4, > 4p}. Zu jedem p, (i=1,2,... in inf.) bilde man die obigen a”. Diese unend- 
lich vielen a” bilden in ihrer Gesamtheit eine B,-Folge. Ist nämlich 

al BE a Pan al + a, 
wobei ohne Beschränkung der Allgemeinheit i, Z i,,i, Z 1; Zi, angenommen werde, 
so ist 

6, <a! +tar=a + a) <Ap,+4pi, <8p,- 
Wegen des raschen Anwachsens der Folge p,, Ps, - . . folgt daraus i, =i,. Der Fall 
i, =i,=i, = I, = i wurde bereits oben diskutiert und werde nun ausgeschlossen; daher 
sei ohne Beschränkung der Allgemeinheit i, Z i,, i, = iz; > i,. Wäre dabei i,=1,=1, =1, 
so wäre einerseits (mit der Abkürzung k, +k, +1 =|]) 
Alp,= (Ak, +2)p;+ (Ak, +2)p, <af) +af) <(4k, +3)p; + (4k,+3)p,—=(4l+2)p,, 
andererseits 
(4k, + 2)p; < a < al) + al <(4k, +3) p; + Ap; < (Ak, + 4) pi: 

Das ist aber unmöglich, da die Zahl z= af) +a{’=af)-+a{ bei ganzem ! und k, nicht 
einem Intervall Alp; <z<(4l + 2)p; und einem Intervall (Ak, +2)p; <z< (Ak, +4) pi 


zugleich angehören kann. Also ist nur noch der Fall i, >i,i,=L,=i>iı, zu 
diskutieren. Dann folgt 


(dk, +2) <a) + a” <(4k, +3)p + 4pi,<(4k, +4) p; 
und ebenso 
(4k, + 2)p; < al) F al <(4k, +3)p; + Ap;, <(4k, + 4) p:- 


Wegen al) + af = af) + af folgt daraus k, = k,, also al’ = af) und ai” = af”. 
Damit ist die Gesamtheit X aller af) als B,-Folge erkannt. — In A gilt A(4p}) > p, für 
jZ 2, denn unterhalb 4p} liegen jedenfalls die p, verschiedenen zu A gehörigen Zahlen 
aD MM... 1: Also gilt A(n) > 3yn für unendlich viele natürliche Zahlen 


n=4pj, d.h. es ist lim A(n)/Yn 2}. 


n—=@ 


3) Herr Erdös hat mir freundlicherweise die Beweise zweier in [30] (Erdös und Turän) ohne Beweis genannter 
Sätze brieflich mitgeteilt und deren Veröffentlichung gestattet. Der Brief von Herrn Erdös (vom 8. 9. 53) werde mit 
[B] zitiert. 
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Andererseits gilt der (nach (53) etwas überraschende) 
Satz. Für jede B,-Folge X ist lim A(n)/Yn = 0. 


Beweis (Erdös [B]). N sei eine natürliche Zahl. A, sei die Anzahl derjenigen Zahlen a 
aus der B,-Folge W, die dem Intervall (—1)N <a =< IN angehören. Die Lösungs- 
anzahl von 0<a,—a,<N in Zahlen a,, a,eX ist kleiner als N; es ist also 


3 Akad). 
Ie1 2 
Für A, +1 ist ArtAı 1) > also ist 
J 4 

N N 23 

ZA BA + ZASN+AZ AlAı—1)_ zn. 

rn? ABS ) ah a 

4ı= + 


Wäre nun lim A(n)/Yn >0, so gäbe es ein von n und N unabhängiges «> (0 mit 


Aln)>x m für n—=1,2,;..., also 
Z Aı= A(kN) = aVkN für k>1. 
Andererseits gibt es (nach (53) oder auch schon nach den Ergebnissen von [30]) ein festes 
von n und N unabhängiges ß mit A(n) < ßyn fürn =1,2,..., also 
z Aı= A(kN) < BVkN für k>1. 
Sei nun ,u=(0, und sei k,,k,,... eine monoton wachsende Folge natürlicher Zahlen, 


in der stets k; > Gen ist. Dann ist für =1,2,... 


k; 


zZ A>alkn — Ak N2ZVkN> 


I=k;_ ı+1 


Hieraus folgt (etwa mittels der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung) 


5Vlk—kı) N. 


k; „2 
2 A2ZN. 


i= ki- ı* 1 
2 
r sei eine natürliche Zahl mit 7 > 5; ein solches r gibt es wegen x > 0. Wir wählen nun 


das noch frei verfügbare N so, daß N > k, ist. Dann folgt 

N r k; a? 
zAz2 2 Hzr7Nz>N 
= i=1l =k_ı +1 4 


N 
womit ein Widerspruch zu der oben bewiesenen Abschätzung & A7< 5N hergestellt ist. 
i=1 


Nach Mitteilung von Erdös [B] läßt sich durch eine etwas feinere derartige Schluß- 
weise zeigen, daß lim A(n)y log n Vn endlich ist. Daran anschließend möchte ich die 


no 


Probleme aufwerfen: 
1) Man bezeichne für jede B,-Folge A den Wert von lim A(n)/ log n Vn mit u(A). 


n—m» 


Ferner sei, wenn W alle B,-Folgen durchläuft, fin u(X) = u. Man suche u zu bestimmen 
oder möglichst genaue Abschätzungen dafür anzugeben. (Sollte sich dabei # = 0 heraus- 


stellen, so ersetze man Vlog n/Vn durch eine geeignete andere Vergleichsfunktion.) 
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2) Gibt es eine B,-Folge Q, für die lim A(n)Ylog n/Vn endlich und zugleich *°) 
lim A(n)V log n Vn positiv ist ? TE, 


n 


Erdös [B] weist noch darauf hin, daß nicht bekannt ist, ob die Aussag- 


lim A(n) Yn — () wahr bleibt, wenn man in der obengenannten Definition von Sidon 


nicht g = 2 fordert, sondern für.g auch größere Werte zuläßt. 

Mian und Chowla [31] konstruieren rekursiv eine unendliche B,-Folge. Sie setzen 
a, = 1 und wählen, wenn a,,..., 4m bereits festgelegt sind, für a„., die kleinste natür- 
liche Zahl, die von allen Zahlen a, + a, — a, mit 1 <£r,s,t S m verschieden ist. Es sei 
angemerkt, daß für die so konstruierte Folge 


au, =1,04,=204,=4a, =8,a, = 13, a, = 21,0, = 31,0, = 45, a, = 66, au = 81,... 


die Ungleichung a, < n? gilt. Denn es gibt höchstens (n — 1)? verschiedene natürliche 
Zahlen mit 1 sr,s,t<n—1; ist also a, die kleinste von allen diesen Zahlen ver- 
schiedene natürliche Zahl, so ist a, < (n — 1)? + 1. Man könnte diese Abschätzung leicht 
noch ein wenig verbessern; jedoch ist mir nicht bekannt, ob hier eine bessere Größen- 
ordnung als a, =O(n?) gilt. Es wäre interessant, genauere Aussagen über das Anwachsen 
dieser a„ zu kennen. Die von Mian und Chowla [31] ausgesprochene Vermutung 
An = n? ist jedenfalls unzutreffend, da daraus für die Anzahlfunktion A(n) der Zahlen- 
menge {@,,@,,...} die Ungleichung A(r) > [y'r] und mithin lim A(n)/Yn 21 folgen 
würde, was der für jede B,-Folge bewiesenen Gleichung lim A (n)/yn = () widerspricht. 

Eine Verallgemeinerung der B,-Folgen ergibt sich, wenn man aus natürlichen 
Zahlen bestehende Mengen X mit der Eigenschaft hu betrachtet, wobei h eine gegebene 
natürliche Zahl ist, also solche Mengen X, für die 


ee art A“ 


in Zahlen aus A nur trivial lösbar ist. Man darf vielleicht vermuten, daß diese Zahlen- 
mengen analoge Eigenschaften wie die B,-Folgen besitzen, dergestalt, daß in den für 
B,-Folgen geltenden Formeln Quadratwurzeln durch Ah-te Wurzeln zu ersetzen (und viel- 
leicht noch einige Konstanten zu ändern) sind. — 


Bei einigen der vorstehend besprochenen Probleme, bei denen die Konstruktion 
gewisser Zahlenmengen mit extremalen Eigenschaften gefordert war, lassen sich zwei 
Teilprobleme unterscheiden, die ich als Abschnittsprobleme bzw. als universelle Probleme 
in einer Tabelle (s. S. 135) gegenüberstellen will. 


Die Abschnittsprobleme weisen einige gemeinsame Züge auf. In allen Fällen ist 
der Zusatz gemacht: „für n“. Diese natürliche Zahl n ist ein Parameter des Abschnitts- 
problems. Für jedes feste n kann die gestellte Extremalforderung durch endliches Pro- 
bieren gelöst werden. Die Existenz einer extremalen Menge ist dabei stets von vornherein 
klar. Die gesuchte extremale Anzahl wird jeweils durch eine von n abhängige Funktion 
beschrieben, die im Falle I mit k,(n), im Falle II mit k*(n), im Falle III mit ®(n) be- 
zeichnet wurde. Diese Funktionen sind z. T. erfreulich gut bekannt, am besten im Falle III, 
in dem der Grenzwert (53) bestimmt ist. Im Falle II ist wenigstens die Existenz des in 
(46) auftretenden Grenzwerts sowie eine obere und untere Abschätzung dafür bekannt. 


40) Ohne die folgende Zusatzforderung ist die Aufgabe sofort dadurch lösbar, daß man aus der oben kon- 
struierten B,-Folge mit lim A(n)/Vn > 0 in passender Weise unendlich viele Zahlen wegläßt. 


N—T 
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Abschnittsproblem universelles Problem 
I Abschnittsminimalbasen Ah-ter Minimalbasen A-ter Ordnung; 
Ordnung für n; siehe $ 5 
siehe $ 4 
II Differenzbasis für n mit mini- Universelle Differenzbasis; 
maler Anzahl von Elementen; siehe $ 12ax) 


siehe $ 12a«) 





III Endliche B,-Folge für n mit maxi- Unendliche B,-Folge; 
maler Anzahl von Elementen; siehe $ 12aß) 
siehe $ 12aß) 








h 
Im Falle I weiß man zwar bisher nur, daß kıln)/Yn für n=Z1 zwischen positiven 
Schranken bleibt; die Analogie zu den Fällen II und III legt aber die Prognose nahe, daß 
h 


auch hier die Existenz von lim k,(n)/Vn eines Tages bewiesen werden wird. 
nn 


Die universellen Probleme können nicht etwa als leicht erreichbarer Zusatz zu den 
entsprechenden Abschnittsproblemen angesehen werden. In jedem Falle liefert zwar das 
Abschnittsproblem eine scharfe Abschätzung für das zugehörige universelle Problem 
(Formeln (27), (48), (52)). Im Falle I ist es ferner gelungen, Basen A-ter Ordnung mit 

h 


B(n) = olyr) anzugeben, mit anderen Worten, eine zum universellen Problem gehörende 
Zahlenmenge zu finden, deren Anzahlfunktion wenigstens die gleiche Größenordnung auf- 
weist wie die bei der Lösung des Abschnittsproblems auftretende Funktion k,(r). Im 
Falle II ist Entsprechendes erreicht, nämlich die Konstruktion einer universellen Diffe- 
renzbasis mit g(n) = O(Yn). — Die besonderen Schwierigkeiten, die sich bei einem 
universellen Problem auftun, habe ich im Falle der Minimalbasen in $5 dargestellt. 
Vielleicht bieten andere universelle Probleme im wesentlichen dieselben Schwierigkeiten. 
Die Darlegungen des $ 5 geben dazu nicht viel mehr als ein Schema von Definitionen, in 
das etwaige Ergebnisse über Minimalbasen eingeordnet werden könnten; wir besitzen 
aber anscheinend bisher über Minimalbasen oder andere universelle Probleme keine über 
die Feststellung von Größenordnungen hinausgehenden Resultate von erkennbarer End- 
gültigkeit. 
b) Summen von unbeschränkter Länge. 


B sei eine aus ganzen Zahlen b,,b,,... bestehende Menge. Jede ganze Zahl se Z 


möge auf eine und nur eine Weise als Summe z= 58 eb; (e; = 0 oder 1, höchstens endlich 
i=1 
viele e; + 0) darstellbar sein. In unserer Symbolik kann diese Forderung 
{0,53 710,537. =Z 
geschrieben werden. De Bruijn [36] zeigte in Erledigung einer Vermutung von Szele, daß 
dann nach passender Umordnung b, = d,,b, = 2d,,..., = 2'-1d,,...ist, wod,,d,,... 
ungerade ganze Zahlen sind. Er macht ferner einige Aussagen über die dabei auftretenden 
d,,d,,... und gibt eine Verallgemeinerung des Problems an. Letztere lautet in unserer 
Symbolik: a,, . . ., @, seien ganze Zahlen, eine davon sei 0. Dann bestimme man b,,b,,... 
so, daß 
{a,b,,...,ardı} 7 {a1b,,.. -, anbs} Too —_Z 
ist. 
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Fordert man die Angabe von Zahlenmengen {b,,b,,...} mit 
{0, 5,3 + 10,5} + "> Bu 


bzw. 
{—b,, 0, b,} + {— 5,0, b.} = >Bn 
oder, wenn man gleich die unendliche Zahlenreihe erhalten will, mit 
{0,53 +0,53) +°=B3 
bzw. 
{— 51,0, 5} x; {— b,, 0, b,} +''=Z, 
so gelangt man zu Aufgaben, die folgende Einkleidung gestatten: Es ist ein aus ganz- 
zahligen Gewichtsstücken b,, ba, ... bestehender (endlicher oder unendlicher) Gewichts- 
satz so herzustellen, daß jedes Gewicht 0, 1,..., n oder sogar jedes ganzzahlige Gewicht 
daraus zusammengestellt werden kann, wobei die Gewichtsstücke entweder nur in eine 
Schale einer Waage oder aber in beide Waagschalen gelegt werden dürfen. Bei endlichen 
Gewichtssätzen kann man noch fordern, daß sie aus möglichst wenig Gewichtsstücken 
bestehen sollen (Bachets Problem); eine andere, auch bei unendlichen Gewichtssätzen 
brauchbar bleibende Fassung dieser Forderung ist es, Eindeutigkeit der Summendar- 
stellungen im Sinne der Relation 7 zu fordern. Aufgaben dieser Art finden sich in vielen 
Lehrbüchern und Aufgabensammlungen über Zahlentheorie oder Unterhaltungsmathe- 
matik (z. B. [42], p. 114—116). Für einen ganz einfachen Beweis, daß 
{—5,0,5,}+{—b5,0,5}+'''=Z 
zwar durch 5b; = 2'-1 (i=1,2,...) sowie durch 5, = 3'1 (i=1,2,...), nicht aber 
durch b, = q’(i=1,2,...;9>3) erfüllt wird, siehe A. W. Nielsen [48]. 
n sei eine natürliche Zahl. A. Scholz [61] führte den Begriff der Additionskette für 
n ein. Darunter wird eine solche mit 1 beginnende, mit n endende Folge natürlicher Zahlen 
9,=1<a,<a,<'''<a,—=n verstanden, in der jedes a, (1 SA<I/) als Summe 
a, + a, zweier vorangehender Elemente darstellbar ist. ! heißt die Länge der Additions- 
kette. l({n) sei die kleinste Zahl !, zu der es eine Additionskette für n mit der Länge | 
gibt. A. Brauer [33] bewies Abschätzungen für !(n), aus denen insbesondere 


RE, 
ae logn log2 


folgt. 

Sprague [64], [65], [66] und Richert [56], [57] untersuchten die Aufgabe, jede 
Zahl z€ 3 oder jede große Zahl z€ 3 in beliebig viele, jedoch paarweise verschiedene 
Summanden aus einer gegebenen Zahlenmenge W zu zerlegen; sie geben Bedingungen 
für X an, unter denen diese Aufgabe lösbar ist. 

Wintner [68] betrachtet Mengen 8 von natürlichen Zahlen mit der Eigenschaft, 
daßBausk + +k,=k' +: +Kk’(wok, <:--<k, und k' <:--<xk, sämtlich 
Zahlen aus & sind) die Aussagena=bundk, =k‘',...,k,=k; folgen. u <k,<k,<--- 
seien die wachsend geordneten Zahlen aus $; es sei lim 2”/k„ = A vorhanden. Bezeichnet 


© die Menge aller derjenigen Zahlen, die als Summen verschiedener Zahlen aus & dar- 
stellbar sind, so beweist Wintner lim S(n)/n = A. 


n>& 


€) Übertragungen auf andere Bereiche. 


Der Begriff der Addition von Zahlenmengen und damit auch der Basisbegriff läßt 
sich auf viele andere Bereiche übertragen. Für den Zahlentheoretiker liegt die Übertragung 
auf Restklassen nach einem festen Modul sowie die Übertragung auf (vektoriell zu addie- 








u. au a 
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rende) Mengen von Gitterpunkten nahe; ferner kann man die Begriffe auf Mengen reeller 
Zahlen übertragen. Aus den genannten Verallgemeinerungen gewinnt man durch weitere 
Abstraktion die Übertragung auf (additiv oder multiplikativ geschriebene) Gruppen oder 
Halbgruppen. Es würde den Rahmen dieser Arbeit überschreiten, hier alle in dieser 
Richtung unternommenen Untersuchungen aufzuzählen; es seien nur einige Beispiele 
genannt. Bemerkungen über Verallgemeinerungen auf Halbgruppen finden sich bei van 
der Corput und Kemperman [39]. Eine Übertragung aller mit dem Dichtebegriff zu- 
sammenhängenden Untersuchungen dürfte (soweit sie überhaupt möglich ist) oft noch 
besondere Überlegungen erfordern, da der im Falle der Zahlenmengen von Mann bewiesene 
Additionssatz der Dichten sich im allgemeinen nicht auf andere Bereiche überträgt *). 

Die Addition von Mengen von Restklassen wurde häufig untersucht. Im Vorder- 
grund des Interesses stand bei einer Reihe von Arbeiten der Wunsch, für Restklassen 
(oder allgemeiner für Gruppen) Aussagen ähnlich dem Additionssatz der Dichten zu 
gewinnen. Eine derartige Untersuchung findet sich übrigens bereits bei Cauchy [37]. Ein 
Sondergebiet, das wegen der dabei zutage getretenen Beziehungen zu endlichen pro- 
jektiven Geometrien besonders interessant ist, betrifft die Aufgabe, Differenzbasen für 
Restklassen von folgender Beschaffenheit zu finden: a,,..., @; seien’ solche paarweise 
verschiedenen Restklassen mod v, daß a, — a, =d(mod v) für jedes d=(0 (mod v) 
genau eine (oder allgemeiner: genau A) Lösungen besitzt. Bedingungen *?) sowie Beispiele 
für solche Differenzbasen wurden von mehreren Autoren in einer Reihe von Arbeiten 
angegeben; die oben zitierte Arbeit [63] gehört in diesen Zusammenhang. 

Die Aufgabe, in einer endlichen Gruppe eine aus möglichst wenig Gruppenelementen 
bestehende Teilmenge anzugeben, die (bei sinngemäßer Übertragung der Basisdefinition) 
eine Basis h-ter Ordnung für die gesamte Gruppe ist, wurde von Rohrbach [58] unter 
unmittelbarer Anknüpfung an die Abschnittsbasen der Zahlenreihe behandelt. 


Für die multiplikativ verknüpften natürlichen Zahlen bewies Schnirelmann [7]: 
Jede natürliche Zahl z ist Produkt von höchstens 26 Faktoren der Gestalt n" und eines 
weiteren nicht notwendig ganzen Faktors & = £(z), der > 1 ist und für alle z beschränkt 
bleibt. — Raikov [51] nennt eine aus natürlichen Zahlen bestehende Menge W eine 
multiplikative Basis h-ter Ordnung, wenn jede natürliche Zahl ein Produkt von höchstens 
h Zahlen aus XV ist. Bezeichnet A(n) die wie in $ 1 definierte Anzahlfunktion von W, so 
zeigte Raikov: Für jede multiplikative Basis h-ter Ordnung gilt 

i 


lim A (n) n"' (log n) *2(r(A))" 


andererseits gibt es zu jeder natürlichen Zahl k eine multiplikative Basis h-ter Ordnung 
1 


a 


mit vorhandenem endlichen lim A(n) n!(logn) ". Es erscheint mir bemerkenswert, 


daß dabei zwar die betrachtete Verknüpfung der Zahlen die Multiplikation ist, der 
Definition der Anzahlfunktion A(r) jedoch die mittels der Addition definierte Anord- 
nung der natürlichen Zahlen zugrundeliegt. 

Ein interessantes Beispiel einer Basis zweiter Ordnung für ein Intervall aus reelle. 
Zahlen verdankt man Steinhaus [62]. Ist C die von Cantor angegebene nirgends dichte 
perfekte Punktmenge vom Maß 0, die man aus den Zahlen des abgeschlossenen Intervalls 
0<E<1 durch sukzessives Tilgen der mittleren offenen Intervalldrittel erhält, so ist 
jede Zahl des Intervalls [0, 2] Summe zweier Zahlen aus C. Jede Zahl des Intervalls 


41) Ein Gegenbeispiel (mit Mengen von Gitterpunkten in der Gaußschen Zahlenebene) gab C'heo [38]. 
2) Offenbar muß k(k — 1) = A(v— 1) erfüllt sein, aber diese Bedingung ist nicht hinreichend. 
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[0, 1] ist Differenz zweier Zahlen aus C. Dieser Satz von Steinhaus wurde von Randolph 
153], [54] erneut bewiesen und verallgemeinert. Untersuchungen von Nemyckij [47] 
beschäftigen sich ebenfalls mit Basen für Intervalle reeller Zahlen. — Wie Randolph [53] 
bemerkt, gehören genau diejenigen Zahlen & zu der Cantorschen Menge C, die in der 
Gestalt 
-1 
E= 5 3 mit e,=0 oder 2 

darstellbar sind. Dies zeigt einen Weg, um C zu einer Basis zweiter Ordnung für die Menge 
aller nichtnegativen reellen Zahlen zu ergänzen. B sei die Menge aller in der Gestalt 


E= 5 83 mit «,= 0 oder 2 und mit beliebigem n 


darstellbaren Zahlen; dann ist B eine nirgends dichte perfekte Punktmenge, und aus den 
Sätzen von Steinhaus ergibt sich sofort, daß jede nichtnegative reelle Zahl sowohl Summe 
als auch Differenz zweier Zahlen aus B ist. Für eine Verallgemeinerung der Cantorschen 
Menge siehe Randolph [54]. — Eine Verallgemeinerung der Begriffe und Sätze der 
Schnirelmannschen additiven Zahlentheorie wurde von Raikov [52] untersucht. Hier 
möge nur über den auf Basen bezüglichen Teil der Arbeit berichtet werden. Eine 
Menge B von nichtnegativen reellen Zahlen heißt nach Raikov eine Basis, wenn jede 
reelle Zahl eines gegebenen Intervalls [0, x] eine endliche Summe von Zahlen aus B ist. 
B heißt eine Basis h-ter Ordnung, wenn dabei je höchstens Ak Summanden aus B benötigt 
werden. Ist B eine Basis, ohne daß es dazu ein solches h gibt, so heißt B eine Basis 
unendlicher Ordnung. Von jeder endlichen Ordnung (2 2) sowie von unendlicher Ord- 
nung gibt es Basen, die perfekte Mengen vom Maß 0 sind; es gibt aber auch perfekte 
Mengen vom Maß 0, die keine Basen sind. B heißt eine schwache Basis, wenn die Menge 
aller endlichen Summen von Zahlen aus B in einem gegebenen Intervall [0, x] überall 
dicht ist. B ist genau dann eine schwache Basis, wenn 0 ein Häufungspunkt von B ist. 
B heißt eine schwache Basis genau n-ter Ordnung, wenn nB, aber nicht (n — 1) B in 
dem betrachteten Intervall überall dicht ist. Es wird noch eine Größe eingeführt, die, das 
Analogon der ‚‚mittleren Ordnung‘ ist und die „‚Höhe‘‘ von B genannt wird. Eine schwache 
Basis endlicher Ordnung hat dabei eine endliche Höhe und umgekehrt, und es gilt das 
Analogon des Erdös-Landauschen Satzes über wesentliche Komponenten. Ferner be- 
trachtet Raikov die Addition von Mengen reeller Zahlen mod 1. Diese Mengen sind. als 
Punktmengen auf einem Kreise der Länge 1 deutbar, und für sie gibt es entsprechende 
Begriffsbildungen und Sätze. 
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Reguläre und singuläre Abbildungen eines distributiven 
Verbandes in einen vollständigen Vektorverband, 
welche der Funktionalgleichung 


fav yHSaNN=S@)+f) 


genügen. 


Von Heinz Bauer in Erlangen. 


Einleitung. 


I. In der klassischen Maßtheorie spielt eine wichtige Rolle folgender Zerlegungssatz 
von H. Lebesgue: 

Jedes auf einem Booleschen o-Mengenverband V (Hausdorffschen o-Körper) von 
Teilmengen einer Grundmenge e € V definierte, reelle (endliche, nicht-negative) Maß f läßt 
sich bezüglich eines jeden, ebenfalls auf V erklärten Maßes m auf genau eine Weise darstellen 
in der Form 

f(x) =r(z)+s(x), zeV, 


wobei r und s (nicht-negative) Maße auf V mit den folgenden, für sie charakteristischen 
Eigenschaften sind: 

(A) Es ist r m-stetig (total-stetig bezüglich m), d.h. für Mengen ze V mit 
hinreichend kleinem Maß m(x) wird r(x) beliebig klein. — Es ist s m-rein-unstetig, 
d.h. es existieren Mengen xz€ V derart, daß m(z) und s(e—x) gleichzeitig beliebig 
klein sind. 

Als gleichwertig mit den Eigenschaften (A) von r und s erweisen sich die folgenden, 
welche also für die Zerlegungsteile r, s auch kennzeichnend sind: 


(B) Es ist r m-regulär (m-nulltreu), d.h. für jede m-Nullmenge ze V gilt 
r(x) =0. — Es ist s m-singulär, d.h. es existiert eine m-Nullmenge n, € V derart, daß 
s(xz) =0 für jede zu n, fremde Menge ze V ist. 

Nennt man eine auf V total-additive Funktion m-stetig bzw. m-rein-unstetig, wenn 
sie Differenz zweier m-stetiger bzw. m-rein-unstetiger Maße auf V ist, so läßt sich auch 
jede auf V total-additive Funktion auf genau eine Weise als Summe einer m-stetigen und 
einer m-rein-unstetigen, total-additiven Funktion darstellen. 


II. Die Begriffe „M-stetig‘ und ‚M-rein-unstetig‘‘ lassen sich auch für reelle, 
relativ beschränkte, lineare Funktionale über einem Vektorverband E erklären (vgl. 
Satz 5. 33 dieser Arbeit), wenn hierbei M ein positives lineares Funktional auf E bedeutet. 
Dann gilt nach F. Riesz [9]!) der zum Lebesgueschen Zerlegungssatz analoge Satz: 


1) Zahlen in eckigen Klammern beziehen sich auf das Literaturverzeichnis am Schluß der Arbeit. 





142 Bauer, Reguläre und singuläre Abbildungen eines distributiven Verbandes. 


Jedes relativ beschränkte, lineare Funktional F über E läßt sich auf genau eine Weis. 
darstellen als Summe eines M-stetigen und eines M-rein-unstetigen, relativ beschränkten 
linearen Funktionals; diese Zerlegungsteile sind positive Funktionale, wenn F positiv ist. 


Diesem Satz liegt nach F. Riesz [9] folgender, rein verbandsalgebraische Sachverhal 
zugrunde: Alle auf E definierten, reellen, relativ beschränkten, linearen Funktional: 
bilden einen vollständigen Vektorverband A. Für jedes Band B in A (vgl. Nr. 1. 2 diese: 
Arbeit) bilden die zu den Elementen von B disjunkten Elemente von A ein Band B’; es 
ist A direkte ordnungstreue Summe dieser beiden Bänder. Wählt man für B das von dem 
oben genannten Funktional M in A erzeugte Band, so besteht dieses bzw. B’ genau aus 
den M-stetigen bzw. M-rein-unstetigen Funktionalen aus A. Bei der direkten ordnungs- 
treuen Zerlegung von Ain B und B’ ist für jedes F € A die B-Komponente der M-stetige 
und die B’-Komponente der M-rein-unstetige Teil des Funktionals F. 


III. Mit Hilfe des Zerlegungssatzes von Ziff. II konnte F. Riesz [9] wenigstens in 
einem Spezialfall auch dem Lebesgueschen Zerlegungssatz von Ziff. I eine algebraische 
Wendung geben: Im Sinne der Bezeichnungen von Ziff. I sei nämlich V der Boolesche 
o-Verband aller Borelschen Teilmengen eines Intervalls J =[a, b] der Zahlengeraden 
und m das Lebesguesche Maß auf V. Jedem Maß g | V ist ein positives lineares Funktional 
G über dem Vektorverband E aller auf J stetigen Funktionen 9 zugeordnet, nämlich 


G(9) = (pdg; insbesondere entspricht dem Lebesgueschen Maß m auf diese Weise das 
Funktional M (9) - (pde = (pdm. Ist dann f=r+s die Lebesguesche Zerlegung 
eines beliebigen Maßes |v bezüglich m, so ist R(p) Sfod der M-stetige und 
S(p) ne der M-rein-unstetige Teil des Funktionals Fig) = [var 2), 


IV. S. Bochner und R.S. Phillips [3] haben die verbandsalgebraische Natur des 
Lebesgueschen Zerlegungssatzes im allgemeinen Fall und ohne Heranziehung der linearen 
Funktionale aufgezeigt. Als algebraischer Kern erscheint dabei wieder jener Bändersatz 
aus Ziff. II, welcher von F. Riesz [9] für den dort auftretenden, speziellen vollständigen 
Vektorverband A und von Bochner-Phillips [3] für beliebige vollständige Vektorverbände 
bewiesen wird. Nach Bochner-Phillips bilden alle auf einem Booleschen Mengenverband 
mit Einheit e beschränkten, (endlich-)additiven, reellen Funktionen einen vollständigen 
Vektorverband ®. Bezüglich einer nicht-negativen, auf V additiven Funktion m erklärt 
man die Begriffe m-stetig und m-rein-unstetig für Funktionen fe ® wie in Ziff. I für 
total-additive Funktionen. Ein fe ® erweist sich genau dann als m-stetig bzw. m-rein- 
unstetig, wenn / zu dem von m in ® erzeugten Band bzw. zu dem aus allen zu m disjunkten 
Elementen von ® bestehenden Band gehört. Der Lebesguesche Zerlegungssatz unter 
wesentlich abgeschwächten Voraussetzungen besagt dann: Der vollständige Vektor- 
verband ® ist direkte ordnungstreue Summe dieser beiden Bänder. Erfüllen V und m die 
einschneidenderen. in Ziff. I genannten Voraussetzungen, so gehört jede auf V total- 
additive Funktion f zu ® und ihre Zerlegungsteile bei der genannten direkten ordnungs- 
treuen Zerlegung sind identisch mit den Zerlegungsteilen r und s von Ziff. 1. 


2) Nach F. Riesz läßt sich umgekehrt auch jedes positive lineare Funktional über E als Integral nach einem 
geeigneten Maß auf V darstellen; der Rieszsche Zerlegungssatz von Ziff. II erweist sich daher in dem hier behandelten 
Spezialfall als äquivalent mit dem Zerlegungssatz von Lebesgue. Bez. der Weiterführung der von F. Riesz angeregten 
funktional-theoretischen Interpretation des Lebesgueschen Zerlegungssatzes vgl. J. Dieudonne, Sur le th6or&me de 
Lebesgue-Nikodym. I.—V., insbes. I., Ann. of Math. 42 (1941), S. 547—555, und M. H. Stone, Notes on Integration. 
IV., Proc. Nat. Acad. Sei. USA 85 (1949), S. 50—58. 
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V. H. Hahn und A. Rosenthal beweisen in ihrem Buch „Set Functions“ [5], S. 42, 
den folgenden Zerlegungssatz für total-additive Mengenfunktionen, der den Lebesgueschen 
Satz als Spezialfall mit umfaßt und ebenfalls als Beitrag zu seiner Algebraisierung gewertet 
werden kann: Bezüglich eines o-Ideals 5 in einem Booleschen o-Mengenverband V läßı 
sich jede auf V total-additive Funktion f auf genau eine Weise darstellen in der Form 
I(z) = fa(x) + fs(2), ze V, wobei [„ S-regulär und f, S-singulär ist. Eine auf V total- 
additive Funktion g heißt dabei S-regulär bzw. S-singulär, wenn g(s) = 0 ist für jedes 
se S bzw. wenn ein s,€ 5 existiert mit f(x) = 0 für alle zu s, fremden Mengen ze V. 
Wählt man für $ speziell das o-Ideal aller Nullmengen eines Maßes m | V ‚so ist die Hahn- 
Rosenthalsche Zerlegung mit der von Lebesgue identisch. 


VI. Die Ergebnisse von F. Riesz, S. Bochner und R. S. Phillips legen die Vermutung 
nahe, daß auch der Hahn-Rosenthalschen Zerlegung letzten Endes ein verbandsalge- 
braischer Sachverhalt zugrunde liegt und daß sie sich wesentlich von einschränkenden 
Voraussetzungen befreien läßt. Im $ 4 der vorliegenden Arbeit wird der Hahn-Rosenthal- 
sche Zerlegungssatz für (reelle) Bewertungen von relativ beschränkter Variation eines 
distributiven Verbandes V bewiesen. Derartige Bewertungen sind nach G. Birkhoff [2] 
(reelle) Funktionen f | V, welche der Funktionalgleichung 


faevy) + Mary) = fa) + I) 
genügen und für welche außerdem die für alle Einteilungen <=, Sı, S'' sn = y 
eines festen, aber beliebigen Intervalls [x, y] in V gebildeten Summen 5 | f(x,) — f(x, -,) | 
v„=1 


beschränkt sind. Normiert man diese Bewertungen f noch durch die Vorschrift f(c) = 0, 
wobei c ein festes Element von V ist, so bilden diese f in ihrer Gesamtheit einen voll- 
ständigen Vektorverband ©, ($ 3). Die Hahn-Rosenthalsche Zerlegung erscheint dann 
als eine direkte ordnungstreue Zerlegung dieses Vektorverbandes in zwei komplementäre 
Bänder, in das Band der $-regulären und das Band der S-singulären Elemente. Als für 
die verallgemeinerte Theorie brauchbare Bezugsmengen $ bieten sich die c als Element 
enthaltenden gesättigten Unterverbände von V an. Die ursprüngliche Definition der 
S-regulären und S-singulären Funktionen von Hahn-Rosenthal zeigt sich als nicht ver- 
allgemeinerungsfähig, insofern man mit ihr nur unter zusätzlichen Voraussetzungen zu 
einer direkten Zerlegung von ®, gelangt. Als auch der allgemeineren Problemstellung 
adäquat erweist sich jedoch eine von Hahn-Rosenthal [5] angegebene Darstellung des 
S-singulären Teils f, von f. Unserem verbandsalgebraischen Standpunkt entsprechend 
wird fs in Nr. 4.1 für eine Bewertung f 2 0 aus ®, als in ©, gebildetes Infimum über 
alle Bewertungen h > 0 aus ®, definiert, welche mit f auf $ übereinstimmen; für be- 
liebiges f€ ®, setzt man f, = (f*)s — (f”)s- Die Abbildung f — /, von ®, in sich ist dann 
eine Projektion; S-regulär heißen die Urbilder der Null, S-singulär die Fixele- 
mente bei dieser Projektion. 

Der distributive Verband V kann insbesondere ein Vektorverband E sein. Wählt 
man für c den Nullvektor 0 von E, so enthält ®, die Menge A aller relativ beschränkten, 
linearen Funktionale über E als linearen Unterraum. Dieser Unterraum A wird bei der 
Projektion f — f, in sich übergeführt, wenn S$ speziell ein gesättigter linearer Unterraum 
von E ist. Die Abbildung /— fs, liefert nach Verengerung auf A wieder eine Projektion 
des vollständigen Vektorverbandes A (vgl. Ziff. II) in sich und damit eine direkte ord- 
nungstreue Zerlegung vom Hahn-Rosenthalschen Typus für A. 


VIIa. In den bisherigen Angaben war nur von reellen Bewertungen die Rede. Im 
$ 4 wird aber die Hahn-Rosenthalsche Zerlegungstheorie gleich für verallgemeinerte 
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Bewertungen entwickelt, das sind Bewertungen mit Werten aus einem vollständigen 
Vektorverband. Wir nehmen also diesbezüglich den gleichen Standpunkt ein wie in einer 
früheren Note [1]?). 


VIIb. Im $5 der Arbeit führen wir noch einen zweiten Zerlegungstypus für ver- 
allgemeinerte Bewertungen ein, den wir aus einem sofort klar werdenden Grunde nach 
Leber. 'e benennen: Eine Bewertung fe ®, heißt bezüglich einer anderen Bewertung 
ge ®, ; stetig bzw. g-rein-unstetig, wenn f in dem von g in ®, erzeugten Band liegt bzw. 
wenn f und gin ®, disjunkt sind. Es ist dann ®, direkte ordnungstreue Summe des Bandes 
seiner g-stetigen und des Bandes seiner g-rein-unstetigen Elemente. Aus diesem Zer- 
legungssatz folgen durch Spezialisierung der Rieszsche Zerlegungssatz für Funktionale 
von Ziff. II und die von Bochner-Phillips (Ziff. IV) angegebene Verallgemeinerung des 
klassischen Lebesgueschen Zerlegungssatzes, insbesondere dieser selbst. 


VII. Die beiden Zerlegungstypen von Ziff. VIIa und VIIb lassen sich vergleichen, 
wenn man bei der Hahn-Rosenthalschen Zerlegung für $ das System aller Elemente ae V 
mit g(cA a) = g(c va) = 0 für eine feste Bewertung g 2 0 aus 9, wählt. Der Unterschied 
zwischen den beiden Zerlegungsarten läßt sich dann, grob gesprochen, so ausdrücken: 
Es werden als regulär bezeichnet bei der Lebesgue-Zerlegung die bezüglich g total-stetigen 
(oder, wie wir sagen, g-stetigen) Bewertungen, bei der Hahn-Rosenthalschen Zerlegung 
die bezüglich g nulltreuen Bewertungen aus ®,. Beide Zerlegungen verallgemeinern den 
klassischen Lebesgueschen Satz von Ziff. I; die Zerlegungsteile werden das eine Mal im 
Sinne von Ziff. I. A, das andere Mal im Sinne von Ziff. I. B charakterisiert. In zwei 
Spezialfällen erweisen sich die beiden Zerlegungen als identisch: (1) in dem in Ziff. I 
besprochenen, klassischen Fall, (2) für den Fall reeller, stetiger, linearer Funktionale über 
einem o-vollständigen Vektorverband. 

Auf eine andere, weniger naheliegende Vergleichsmöglichkeit werden wir an anderer 
Stelle zu sprechen kommen. Dort werden — wenigstens für reelle, auf einem Booleschen 
Verband additive Funktionen sowie für reelle, lineare Funktionale über einem Vektor- 
verband — die Begriffe g-stetig und S-regulär einem allgemeinen Stetigkeitsbegrifj für 
Bewertungen untergeordnet. Dann erweisen sich die Lebesguesche und die Hahn-Rosen- 
thalsche Zerlegung als Spezialfälle eines Satzes *) über die Zerlegbarkeit jeder Bewertung 
in einen „stetigen“ und einen ‚rein-unstetigen‘‘ Teil. 


$ 1. Hilfsmittel aus der Theorie der Vektorverbände. 


Bereits in einer früheren Veröffentlichung (Nr. [1] des Literaturverzeichnisses) 
gaben wir eine Zusammenfassung einiger für die damaligen Zwecke notwendigen Ergebnisse 
aus der Theorie der Vektorverbände. Die dort eingeführten Bezeichnungen werden im 
folgenden beibehalten. Die folgende Übersicht streift kurz die Resultate von [1], soweit 
sie hier benötigt werden, und ergänzt sie in mehreren Punkten. Bezüglich näherer Einzel- 
heiten sei auf G. Birkhoff [2], S. 238ff., und N. Bourbaki [4], S. 17ff. verwiesen. 


1.1. Vektorverbände. Einen Vektorraum E = {a,b,...} über einem linear ge- 
ordneten Körper K= {a, f,...} nennen wir einen Vektorverein (über K), wenn 
“E bezüglich einer Ordnungsrelation < zugleich auch ein Verein (d.h. partly ordered set 
im Sinne von G. Birkhoff [2]) ist und wenn die beiden folgenden Axiome erfüllt sind: 


3) Unberücksichtigt bleibt die Möglichkeit, die Theorie für Bewertungen mit Werten aus einer vollständigen 
Verbandsgruppe zu entwickeln. 

*) Vgl. H. Bauer [1], S. 106; es handelt sich i. w. um den dortigen Zerlegungssatz. Betr. Vorankündigung vgl. 
Fußnote ®) dieser Arbeit. 
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(K) Ausasbfogt a+rcsbH+e füra,b,ceE. 
(K,) Aua>0 und A>0 folgt Jda=>0 für aceE, AeK. 


Der Vektorverein E heißt Vektorverband (über K), wenn für beliebige Elemente 
a,be E Vereinigung (Supremum), i. Z. 


avb=sup (a, b) = (E) sup (a, b), 
und Durchschnitt (Infimum), i. Z. 
arb=inf (a, b) = (E) inf (a, b), 
in E existieren; es ist dann E ein distributiver Verband. Ferner bestehen folgende 
Gleichungen: 
(1.1) sup (a,b) +inf(a,b)=a +b; a,beE, 
(1. 2) sup (a,b) +ce=sup(a+c,b +c); a,b,ceE, 
(1.3) sup (Aa, Ab) = A sup (a,b); aabeE, AeKmit A >20. 
Zu Elementen a,b und x aus Emit a>20,5b>0 und O<r <a -b existieren 
stets Elemente a’, be Emit O sa sa, 0 <sb’ sbundr=a +b'. 
Aus «20,520 und ec >0, a,b,ceE folgt 
(1. 4) inf (a +b,c) <inf(a,c) + inf (b, e). 


In einem Vektorverband E definiert man für jedes a€ E die Elemente a*, a- und 
lal=,|a| aus E: 


(1.5 a* = sup (a,0), a =(—.a)t, 

(1. 6) |a | = sup (a, — a). 
Dann gelten für jedes Element ae E die Gleichungen 

(1.7) a=a* —a”, 

(1.8) lal=a* +.a-. 


Die Abbildungen a—a*, a—a- und a—|a| von E in sich besitzen folgende 
Eigenschaften: 


(1.9) (a+b)+ Sat +b*t, (a +b)- <a +b,,Ja+bl</ja|+|b|; a,beE, 
(1. 10) (Aa)+* = Aat, (Aa)-=Aa-;aeE,AeKmit A >20, 
(1.11) |Aäal=|A||a|; acE, AeK. 


Die Verbandsstruktur von E ist bekannt, wenn man die Abbildung a—a* von E in 
sich kennt: 


(1.12) sup(a,b)=b +(a—b)*, inf(a,db)=— sup(—a, —b); a,beE. 


Zwei Elemente a und b von E heißen disjunkt, wenn 


(1. 13a) inf (ja |, |db))=0. 

Wegen (1.1) bzw. (1. 12) ist hiermit gleichwertig jede der beiden folgenden Gleichungen 
(1. 13b) sup (ja, |db))=|a| + |b |, 
(1. 13e) lal=(la | — |b |)*. 


Vermöge (1.7) ist jedes Element a€ E von der Form a=a’—. a’ mit a > (0 und 
a’ >0. Es gilt gleichzeitig a =a* und a’ =a”, wenn und nur wenn die Elemente a’ 
und a” disjunkt sind. 
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Ein Vektorverband E heißt vollständig, wenn für jede nicht leere, in E nach 
oben beschränkte Teilmenge H von E die Vereinigung (Supremum), i. Z. 


„Y,R =supH=(E) sup H = sup (h; heH), 
€ 


existiert. Für jede nicht leere, nach unten beschränkte Teilmenge H von E existiert dann 
der Durchschnitt (Infimum) 


‚N, h=inf H=(E) inf H — inf (h; heH). 
€ 


Ein Vektorverband E ıst dann und nur dann vollständig, wenn für jede nicht leere, 
nach oben beschränkte und in E steigend gerichtete Menge H von Elementen h Z 0 aus E die 
Vereinigung existiert. Dabei heißt eine Teilmenge H von E steigend gerichtet, wenn 
zu beliebigen Elementen A’, h’’ € H stets ein he H existiert mit h’ <s hund h” <h. 


Existieren in einem (nicht notwendig vollständigen) Vektorverband E für Teil- 
mengen A und B von E die Elemente sup A und sup B, so existieren auch die Elemente 
sup (A + B) und sup (AA) für jedes A=0 ausK. Dabei ist 


A+B=f{; x =a+b, aeA,beB}, AA ={fa;r=A4a,ac A}. 


Es gilt 
(1. 14) sup(A + B)=sup A +supB, 
(1. 15) sup (AA) =A sup A, fall A >0. 


Ist A in E nach oben beschränkt, so — A nach unten; existiert sup A, so auch inf (— A) 
(und umgekehrt). Es gilt 


(1. 16) sup A=—inf (— A). 
Ein Vektorverband E heißt o-vollständig, wenn für jede nach oben beschränkte 


Folge {a,},_,,.,... von Elementen aus E die Vereinigung Va, existiert. 
v1 


1.2. Lineare Unterräume. Eine Teilmenge L eines Vektorvereins E heißt linearer 
Unterraum von E, wenn L linearer Unterraum von E ohne Rücksicht auf die Vereins- 
struktur von E ist. Bezüglich der durch E in Z induzierten Strukturen ist Z selbst ein 
Vektorverein. 

Ist E ein Vektorverband, so heißt Z ein eigentlicher linearer Unterraum oder 
ein Unter-Vektorverband von E, wenn aus a& L stets a* = (E) sup (a, 0) € Z folgt. 
Dann ist Z selbst ein Vektorverband; für Elemente a,be_L gilt 


(L) sup (a,b) =(E)sup (a,b) und (Z) inf (a, b) = (E) inf (a, b). 


Für einen eigentlichen linearen Unterraum Z eines Vektorverbandes E sind folgende 
Aussagen gleichwertig: 

(I) Für jede nicht leere, in E nach oben beschränkte Teilmenge H von L existiert 
(E) sup H und ist ein Element von L. 

(II) Für jede nicht leere, in E nach oben beschränkte und in E steigend gerichtete 
Menge H von Elementen kh > 0 aus L existiert (E) sup H und ist ein Element von /. 

Ein linearer Unterraum G eines Vektorverbandes E heißt gesättigt, wenn aus 
a&eG,beE und „|b|<,|a | folgt be G. Es ist G dann auch ein eigentlicher linearer 
Unterraum von E. 

Ein gesättigter linearer Unterraum B eines vollständigen Vektorverbandes E heißt 
ein Band in E, wenn für jede in E nach oben beschränkte Teilmenge H von B auch 
(E) sup H ein Element von B ist. Ein gesättigter linearer Unterraum B von E ist dann 
und nur dann ein Band in E, wenn für jede nicht leere, in E nach oben beschränkte und 
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steigend gerichtete Menge H von Elementen kh>0 aus B gilt: (E) sup H ist Element 
von B. Jedes Band B in E ist selbst ein vollständiger Vektorverband; die in E£ nach oben 
beschränkten Teilmengen von B sind identisch mit den in B nach oben beschränkten 
Teilmengen. Für jede solche Teilmenge H von B gilt: (B) sup H =(E) sup H; ent- 
sprechendes gilt für die nach unten beschränkten Teilmengen. 

Ist B ein Band in E und Ü ein linearer Unterraum von E, welcher mit jeder in E 
nach oben beschränkten Teilmenge auch deren (E) Supremum enthält, so ist der mengen- 
theoretische Durchschnitt Br U ein Band im vollständigen Vektorverband U. 


Der mengentheoretische Durchschnitt beliebig vieler Bänder in einem vollständigen 
Vektorverband E ist wieder ein Band in E. Zu jeder Teilmenge M von E existiert daher 
ein kleinstes, M als Teilmenge enthaltendes Band; dieses heißt von M erzeugt und wird 
mit [M] bezeichnet. Besteht M nur aus dem einen Element m, so schreiben wir [m] an 
Stelle von [{m}]. Das Band [M] gewinnt man aus M folgendermaßen: Ist M’ die Menge 
der zu allen Elementen von M disjunkten Elemente von E, so ist [M] =(M’)', d.h. 
gleich der Menge der zu allen Elementen von M’ disjunkten Elemente von E. 

Als Folgerung hieraus ergibt sich: Es sei E’ ein eigentlicher linearer Unterraum 
eines vollständigen Vekorverbandes E; E’ enthalte mit jeder in E nach oben beschränkten 
Teilmenge auch deren (E) Supremum. Ist dann M eine Teilmenge von E’ und M,, bzw. 
M,„ das von M in E’ bzw. E erzeugte Band, so gilt: M, =M,rE. 


1.3. Direkte ordnungstreue Zerlegungen. Ein Vektorverein E (über dem Körper K) 
heißt direkte ordnungstreue Summe seiner linearen Unterräume M und N, wenn 
jedes Element re E auf genau eine Weise darstellbar ist in der Form 


= +1 


mit den Komponenten x,€ M und x, € N und wenn x > 0 stets 2, Z0 und x, 20 
nach sich zieht. Man sagt: M und N liefern eine direkte ordnungstreue Zerlegung von E 
oder M und N sind zueinander komplementäre, lineare Unterräume von E. 


Der Begriff der direkten ordnungstreuen Zerlegung läßt sich noch etwas anders 
fassen: Eine lineare Abbildung F von E in sich, das ist eine Abbildung, bei welcher 
F(ix + uy) = AF(x) + uF(y) für beliebiges Elemente x, ye E und A, veKgilt, nennen 
wir eine Projektion(sabbildung) (von E in sich), wenn 0 <F(x) <x ist für alle 
x2>20 aus E und FF=F, d.h. F(F(x)) =F(«) gilt für jedes ze E. 

Ist E direkte ordnungstreue Summe der Unterräume M und N, so ist die Abbil- 
dung £ — x, eine Projektion von E in sich; bei dieser Abbildung ist M die Menge der 
Fixelemente und N die Urbildmenge des Nullvektors O von E. — Ist umgekehrt F 
eine Projektion von E in sich, M die Menge der Fixelemente von E bezüglich F und N 
die Urbildmenge von 0, so sind M und N lineare Unterräume von E und E deren direkte 
ordnungstreue Summe. Für jedes ze E gilt x, = F(x) bei dieser Zerlegung. 

Nunmehr sei E ein Vektorverband, ferner sei E direkte ordnungstreue Summe der 
linearen Unterräume M und N. Dann sind M und N notwendig gesättigt. Die Elemente 
von M und N sind zueinander disjunkt. Für die Komponente x,, (und analog für x,) 
eines x€ E bei dieser Zerlegung gilt: 


(1. 17) (Hu = lau)t, (EI) lau); |x Iar un zu |- 

Die gesättigten, linearen Unterräume M und N sind sogar Bänder in E, wenn E 
ein vollständiger Vektorverband ist. In diesem Fall existiert aber auch umgekehrt zu 
jedem Band M in E ein eindeutig bestimmtes komplementäres Band; dieses ist die Menge 
M' aller Elemente von E’, welche zu jedem Element von M disjunkt sind. (Vgl. hierzu 

19° 
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die in Nr. 1. 2 angegebene Konstruktion des von einer Teilmenge von E erzeugten Ban- 
des.) In einem vollständigen Vektorverband E sind also alle Projektionsabbildungen von 
der Form 2 — x,, wobei M ein Band in E ist. Bei einem beliebigen Band M bestimmt 
sich die Komponente x,, für ein Element x > 0 von E nach der Formel 


(1. 18) Zu =(E)sup(h;Oshsxr,heM). 


Für ein Band M = [g] in E, welches von einem Element g € E erzeugt wird, besteht 
das komplementäre Band N = M’ aus den zu g disjunkten Elementen von M. Für die 
Komponenten x, und x, eines Elementes x > 0 aus E gelten die Formeln: 


(1.19) zu = (E) sup (u; n=1,2,...), wobei „= (E) inf («,n |g |), n=1,2,..., 

(1.20) 2, = (E) inf (u; n=1,2,..., wbeiw=(e—n|g])*,n=1,2,.... 

Schließlich erwähnen wir noch: Der Vektorverband E sei direkte ordnungstreue 
Summe seiner linearen Unterräume M und N. Ist dann G ein gesättigter linearer Unter- 


raum von E, so ist der Vektorverband G direkte ordnungstreue Summe seiner linearen 
Unterräume M*=MnGundN*=NnG. 


$ 2. Quotienten von gesättigten Unterverbänden in einem Verband. 


2.1. Gesättigte Unterverbände. Wir geben zunächst die erforderliche 

Definition. Eine nicht leere Teilmenge G eines Vereins V heißt gesättigt, wenn 
ausa<rz<sb,a,beGundzxeV stets ze G folgt. Ist V sogar ein Verband und G zu- 
gleich ein Unterverband von V, folgt also aus a,be G stets avbeG und aabeG, so 
heißt G gesättigter Unterverband von V. 

Beispiele für gesättigte Unterverbände liefern: 

1. Die abgeschlossenen Intervalle in einem Verband. J< V heißt dabei ab- 
geschlossenes Intervall, wenn (eindeutig bestimmte) Elemente a, be J existieren, so daß 
J aus genau den Elementen ze V mit a <sxr<b besteht, in Zeichen J =[a, b]. 

2. Die Ideale / in einem Verband V. Eine Teilmenge /< V heißt Ideal in V, 
wenn aus x, y€ I stets evye / und aus y<xz,xe I,yeV auch ye I folgt. 

3. Die Filter F in einem Verband V. Der Filter wird dual zum Ideal definiert; es 
heißt also F<=V Filter, wenn aus z,yeF stets zayeF und aus zr <y,xeF,yeV 
auch ye F folgt. 

4. Die im Sinne von Nr. 1.2 gesättigten linearen Unterräume eines Vektor- 
verbandes E. Genauer: Ein eigentlicher linearer Unterraum G von E ist dann und nur 
dann gesättigt (im Sinne dieser Nr. 2.1), wenn aus |y| < |x |,xe G,ye Eauchye G folgt. 

Beweis. Nur dann: Aus |y | < |x | folgt — |x | <y< |x |. Mit x sind aber auch 
+ |x| Elemente von G. — Dann: Aus as<xz<sb folgt |x|<|a| + |b |. Es ist 
la|l+|d|=||a| + |b || ein Element von G, wenn a€ G und be G. 

Der mengentheoretische Durchschnitt beliebig vieler gesättigter Unterverbände 
eines Verbandes V ist, falls nicht leer, wieder ein gesättigter Unterverband von V. Da V 
selbst ein gesättigter Unterverband von sich ist, existiert somit zu jeder nicht leeren 
- Teilmenge M von V ein kleinster, gesättigter :Unterverband M’ von V, welcher M als 
Teilmenge enthält. Man nennt M’ den von M in V erzeugten gesättigten Unter- 
verband. 


Beispiel: Der von einem Unterverband U eines Verbandes V erzeugte gesättigte 
Unterverband U’ besteht aus der Menge aller Elemente ze V, zu welchen uw’, u’ ce U 
mit u’ <x < u existieren. 











D 
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Satz. Es seien P und Q zwei Unterverbände eines distributiven Verbandes V. Der 
von Pu QinV erzeugte gesättigte Unterverband ist gleich der Menge R aller Elemente x& V, 
zu welchen Elemente p',p’e Pund g’,q’eQ existieren mt Pag Sz <sSp'vgqg”. 

Beweis. Zunächst sind P und Q Teilmengen von A; für beliebige pe P und ge Q 
gilt nämlich paqg<sp<pvg und paqg<sq<spvg. — Nunmehr seien x, und z, 
Elemente aus AR; wir zeigen, daß ihre Vereinigung 2<=x,vx, ebenfalls zu R gehört. 
(Durch duale Überlegungen beweist man die Abgeschlossenheit von R gegenüber Durch- 
schnittsbildung in V.) Gemäß Definition existieren Elemente p/;,p}'€e P und g},g, ec @ 
mit p,ag, <x, <p\ vg,, v=1,2; es gilt also 


(piy)v(RrgG) SsıSs(p vn)v(p va). 
Durch Anwendung des distributiven Gesetzes folgt 
(PA) V(pAG)S(Ppı VPo)Aa (AR); 
wir erhalten also 
(PL vP)a (AG) Se <S(p vPp)v(m vg). 


Da P und Q Unterverbände von V sind, folgt ze R. — Unmittelbar ersichtlich ist, daß R 
gesättigt ist. Weiter folgt aus der Konstruktion, daß AR der kleinste, P und ( als Teil- 
mengen enthaltende, gesättigte Unterverband von V ist. 


2.2. Quotientenbildung. Wir geben zunächst die benötigte 


Definition. Es sei G ein gesättigter Unterverband eines Verbandes V, 5 eine nicht 
leere, sonst aber beliebige Teilmenge von V und c ein beliebiges Element von G. Wir bezeichnen 
als c-Quotienten von G nach S, in Zeichen (G: S)., die Menge aller Elemente yeV, 
für welche gleichzeitig cv(yas) undca(yvs) Elemente von G sind bei beliebigem se S. 

Unter den in dieser Definition genannten Voraussetzungen beweisen wir über 
c-Quotienten folgende Eigenschaften°): 


(2. 1) G<(G:S$).; 

(2. 2) Sn(G:S,=SnG; 
(2. 3) S<(G:(G:S).)e; 
(2. 4) (G:V.=G; 
(2.5) (G:G.=V; 


(2.6) Monotonie-Eigenschaft: Aus G’< G’, $S'’< S’ und ce G’ folgt 
(G':$’.<(G":$").. 


Beweis. (2.1) Es sei g ein Element von G. Aus e<cv(gas) Scevg und 
cag<ca(gvs) <c folgt wegen der Sättigung von G: Für jedes se $ sind cev(gaAs) 
und ca (g vs) Elemente von G. — (2. 2) Wegen (2. 1) braucht nur noch gezeigt zu werden, 
daß Sr (G: S), Teilmenge von G ist: Aus yeSn(G:S), folgt ev(yay)=cvyeG 
und ca (yvy)=cayeG. Wegen cay<y<cvyist dann auch y ein Element von G. — 
(2. 3) ist eine unmittelbare Folgerung aus der Definition des c-Quotienten. — (2. 4) folgt 
aus (2. 2), wenn man dort $ = V setzt. — (2. 5) folgt bei Beachtung von (2. 4) aus (2. 3), 
wenn man dort $=V setzt. — (2.6) Ist y ein Element von (G’: 5’)., so bedeutet dies: 





5) Wir erwähnen nur die im folgenden benötigten Eigenschaften. Es lassen sich im wesentlichen alle über Filter- 
und Idealquotienten (vgl. Satz 2. 22) bekannten Rechenregeln auf unseren Fall übertragen. Vgl. J. Schmidt, Beiträge 
zur Filtertheorie. I., Math. Nachr. 7 (1952), S. 363. 
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Für alle s’e $’ gilt ev(yas’)e G und ca (yvs’)Ee G. Wegen G’<G” und $’ > 5” gilt 
dann aber auch e v(ya s’’)E G”’ und ca (yvs’)e G’ für alle s’’e $”, also ist y Elemeni 
von (G’"’:$").. 

Die für uns wichtigste Eigenschaft des c-Quotienten (G: 5), enthält der folgende Satz. 


Satz 2. 21. Es sei G ein gesättigter Unterverband eines Verbandes V und $ eine nichi 


leere Teilmenge von V. Dann ist für jedes Element c€ G der c-Quotient (G: 5). eine gesättigte 
Teilmenge von V. Ist der Verband V distributiv, so ist (G: S). sogar ein gesättigter 


Unterverband von V. 
Beweis. Aus y <y=<y" folgt 
ev(yas) Sev(yas) Scv(y’as) 
und 
caly vs) Sca(yvs) Sca(y"’vs) 


für ein beliebiges Element se V. Wählt man speziell y’,y’’€e(G: 5). und se S, so ergibt 
sich, daß mit G auch (G: 5). eine gesättigte Teilmenge von V ist. — Nun sei V distributiv. 


Es seien %,, »—=1,2, zwei Elemente aus (G: 5). und y deren Vereinigung. Wegen der 


Distributivität von V gelten dann für ein beliebiges Element s die Gleichungen 
ev(yas) = V [ev(yas)] und ca (yvs)= V [ea (y, vs)]. 
v1 ‚1 


Wählt man für s ein Element aus S, so folgt ye (G: $)., weil G Unterverband von V ist. 
Analog zeigt man, daß auch der Durchschnitt der y, zu (G: S), gehört. 


Korollar. /st der Verband V distributiv und sind G und S gesättigte, c als Element 
enthaltende Unterverbände von V, so ist (G: 5). der größte, gesättigte, c als Element ent- 
haltende Unterverband D,. von V, für welchen der mengentheoretische Durchschnitt SD, 
in G enthalten ist. 

Beweis. Nach (2. 2) und Satz 2. 21 ist (G: $). ein Unterverband D, mit den an- 
gegebenen Eigenschaften. Es verbleibt somit noch zu zeigen: Ist D, ein gesättigter Unter- 
verband von V mit ce D,.und $ rn D.<G, so gilt D.< (G: $).. Hierzu sei y ein beliebiges 
Element aus D,. Für beliebiges se $ sind dann cv(yas) und ca (yvs) Elemente von 
SrD,.; dies folgt aus den Relationen e Scv(yas) Scevs, eScv(yas) Scevy, 
easSca(yvs)<Se und cay<Scal(yvs)<c, weil S und D, gesättigte Unter- 
verbände von V mit ceSrnD, sind. Wegen Sr D.<G ist dann auch y ein Element 
von (G:S).. 

Von besonderem Interesse sind die Fälle, wo der gesättigte Unterverband G ein 
Ideal bzw. Filter oder ein gesättigter linearer Unterraum eines Vektorverbandes ist. 


Satz 2. 22. /n einem Verband V sei G ein Ideal (bzw. ein Filter) und S eine nicht 
leere Teilmenge von V. Bei beliebiger Wahl des Elementes ce G ist dann der c-Quotient 
(G: 5). gleich der Menge aller Flemente ye V, für welche bei beliebigem se S gilt: Es ist 
yas (bzw. yvs) ein Element von G; insbesondere ist also (G: 5). unabhängig von der 
Wahl des Elementes c in G. Wenn der Verband V distributiv ist, so ist (G: $), selbst ein 
Ideal (bzw. Filter) in V. 


Beweis. Aus» Dualitätsgründen können wir uns auf den Fall beschränken, wo G 
ein Ideal ist. Aus ye (G:S). folgt ya se G für alle Elemente se S wegen yas Scv(yas). 
Gilt umgekehrt yase G für alle se S, so ergibt sich ev(yas)e G und ca (yvs)EeG, 
da c ein Element von G und ca (yvs) Sc ist; somit ist y ein Element von (G: $S).. — 
Nunmehr setzen wir den Verband V als distributiv voraus. Um nachzuweisen, daß 
(G :S). selbst ein Ideal in V ist, genügt es wegen Satz 2. 21 zu zeigen, daß aus y’ <y, 
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y'eV und ye(G:S). auch y’e(G: 5). folgt. Dies ergibt sich aber aus yas <Syas und 
der bereits gegebenen Kennzeichnung von (G: S).. 

Wenn G ein Ideal (bzw. ein Filter) ist, schreiben wir nur noch kurz G: S an Stelle 
von (G: S)., c€ G, und nennen G: $ den Idealquotienten (bzw. Filterquotienten) 
von G nach 5. 

Satz 2.23. In einem Vektorverband E über einem linear geordneten Körper K seien 
G und S zwei gesättigte lineare Unterräume. Der bezüglich c = 0 gebildete Quotient (G: S), 
besteht dann genau aus den Elementen ye E, für welche (E) inf (| y |, |s |) bei beliebigem 
se S ein Element von G ist. (G: 5), ist selbst ein gesättigter linearer Unterraum von E. 

Beweis. Zunächst beweisen wir die in der Behauptung ausgesprochene Kenn- 
zeichnung der Elemente von Q = (G: S),: Nach der Definition in Nr. 2. 1 ist y ein Element 
von Q, wenn gleichzeitig 


sup (0, inf(y,s)) = inf (y*,s*) und inf (0, sup(y,s)) = sup (—y, —s-)= —inf (y-, s°) 


Elemente von G für jedes se S sind. Also gilt ye Q@ genau dann, wenn inf (y*, st)e G 
und inf (y7, s-)e€ G ist für jedes se S. Da nach (1. 4) 


inf (|y |, |s )) = inf (y*, |s |) + inf (y7, |s |) = inf (y*, |s |*) + inf (y7, (— |s |)-) 

und mit se S auch + |s |e $ ist, gehört inf (| y |, |s |) zu G für jedes s € S. Ist umgekehrt 
inf (|y |, |s ]) für jedes se $ ein Element von G, so folgt yeQ aus den für alle se S 
gültigen Ungleichungen 

0 < inf (y*, s*) < inf (|y |, s*) = inf (|y |, |s* |) 
und 

0 < inf (y-, s-) < inf (|y |, s-) = inf (| y |, |” |), 
sowie aus der Sättigung von G. 

Nunmehr zeigen wir, daß (Q ein linearer Unterraum von E ist: Mit y und z ist auch 

y + z ein Element von Q, da nach (1.4) und (1. 9) 


int(|y+z|,|s)) sinf(|y|,|s |) +inf(|z |, !s)) 


gilt. Nach (1. 11) und der zu (1. 15) dualen Formel ist inf (|Ay |, |s |) = | A| inf y|, 


Ss 
1*) 
für jedes A + 0 aus K; mit y gehört also auch Ay zu Q für beliebiges AeK (für A=0 
trivialerweise). Schließlich ist Q@ ein gesättigter linearer Unterraum, weil |y’ | < | y | die 
Ungleichung inf (| y’ |, |s |) < inf (|y |, |s |) für jedes se $ nach sich zieht. 


$ 3. Bewertungen eines Verbandes. 


3. 1. Allgemeines. Für das Folgende seien fest vorgegeben ein Verband V und ein 
vollständiger Vektorverband W über einem linear geordneten Körper K. Die Menge 
aller eindeutigen Abbildungen von V in W bezeichnen wir mit W". 

Eine Abbildung fe W” heißt eine Bewertung von V in W, wenn / der Funktional- 
gleichung \ 

(3. 1) favy) + Mary)=fa) + fly) 
genügt. Ist W der vollständige Vektorverband AR der reellen Zahlen, so sprechen wir auch 
von einer reellen Bewertung von V. 

Nunmehr stellen wir die wichtigsten und für alles weitere grundlegenden Ergebnisse 
über die Eigenschaften der Menge aller Bewertungen von V in W zusammen. Nähere 
Einzelheiten und Beweise für hier unbewiesene Behauptungen finden sich in [1]. 
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Die Menge der Bewertungen von V in W, welche der Normierungsbedingung 

(3. 2) fte) = 0 
für ein festes Element ce V genügen, bezeichnen wir mit P,.= Y.(W, V). Die Menge Y, 
betrachten wir stets als mit den beiden folgenden Strukturen versehen: 

1. Struktur eines Vektorraumes über dem Skalarenkörper K von W. 

Definition von [ +g, I,ge P.: (f +g) (x) =fla) + g(x) für alle xeV. 

Definition von Af, fe P., AEeK: (Af) (x) = Af(x) für alle xeV. Der Nullvektor von 
Y, ist die Bewertung n mit n(x) = 0 für alle x € V; wir bezeichnen sie mit 0. 


2. Struktur eines Vereins. 

Definition der Relation f Sgoderg Zf für f,ge P.: Auxz <y,x,yeV, folgt stets 
g(2) — (a) Ss gWy) — IW)- 

Bemerkung. g > 0 bedeutet also für einge P,: Aus x <y folgt g(x) < g(y) (Mono- 
tonie); dann ist insbesondere g(x) Z0O für alle x =Zc und g(x) SO für alex <Sc,xeV. 

Bezüglich der Strukturen 1 und 2 ist Y, ein Vektorverein überK. 

Eine Bewertung f von V in W heißt von relativ beschränkter Variation, 
wenn zu jedem abgeschlossenen Intervall [a, b]in V ein Element s € W existiert derart, daß 


Zulfa)—ta)|<s 


für jede Einteilung 
=. Su Ss’ sza=b 


des Intervalls [a,b] gilt. Die Menge der Elemente fe Y., welche von relativ beschränkter 
Variation sind, -bezeichnen wir mit ®,=®,.(W, V). 

Bemerkung. ®, enthält als Elemente insbesondere alle fe Y,müt f=0,d.h. es sind 
alle fe P, mit f 0 von relativ beschränkter Variation. 


Satz 3. 11. Es ist ®,(W, V) ein im Sinne von Nr. 2.1 gesättigter, linearer Unterraum 
von PY,(W,V). 

Beweis. (1) ®, ist linearer Unterraum von Y,: Setzen wir h=af + Pg, f,ge ®,, 
x,BeK, so gilt für jede Einteilung = x, <r, S'':<sm,=y eines jeden Intervalls 
[x,y]in V 


2 |h(a) —ha,-)|s|a| z |) Mo-) | + || ze) 8 -ı) |. 
— v„=1 v1 


Mit / und g ist also auch h von relativ beschränkter Variation. 

(2) ©, ist gesättigte Teilmenge von %,: Für die Elemente f, g, he Y, bestehe die 
Relation f <g < h. Für die in (1) genannte beliebige Einteilung des beliebigen Intervalls 
[x, y] gilt dann 


f&,) - Ha,-ı) S gla,) — gl-ı) Shla,) —h(a,-,), »=1,2,...,n. 
Hieraus folgt 
2 (W) sup (g(&,) — g(&,-,); 0) Ss & | h(z,) — h(a,-.ı) | 


v=1 v‚=1 
und 


n 


2 (W) sup (—g(&) + 8(0-; 0) < Z | Ma) —f@-1) |, 


y = 


mithin ist 


2| 8(z,) — g(%,-ı) | = x | f(&,) — f(z,-ı) | 7 x | h(z,) — h(a,-ı) |- 


Zusammen mit f und h ist damit auch g von relativ beschränkter Variation. 
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®, ist unter allen linearen Unterräumen von Y, wie folgt ausgezeichnet: ®, ist der 
größte aller linearen Unterräume von Y,, welcher bezüglich der induzierten Strukturen sogar 
ein Vektorverband ist. Darüber hinaus gilt: 

Satz 3. 12. Der Vektorverein ®,(W, V) ist ein vollständiger Vektorverband. 

Ein Beweis dieses für die weiteren Untersuchungen entscheidenden Satzes findet 
sich in [1], S. 101. 

Wie in jedem abstrakten Vektorverband setzen wir auch für jede Bewertung fe ®, 

(3.3). ft =(®.) sup (f,0), =(—fN* und |f|=(®,) sup (f, —f). 
Dann gilt 

(3. 4) f=1*—-t wd |f|=f* +. 

Die Konstruktion der Bewertung f* mittels der Funktionswerte f(x) verläuft folgen- 
dermaßen: 


Es sei [x,y] ein beliebiges Intervall in V und t eine beliebige Einteilung 
= SS’ Sm=y von [z,y]. Dann setzen wir 


(3.5) Pia y;t)= 2 (W) sup (fm) — f&,-1); 0), 

(3.6) pl(z,y) =(W) sup (P(x,y;t); t beliebige Einteilung von [x, y]); 
es gilt 

(3. 7) f*(a)=ple,evz) —pl(caz,c), z€V beliebig. 


Wenn H eine nicht-leere, in ®, nach oben beschränkte und steigend gerichtete 
Menge von Elementen h € ®, mit h > 0 ist, so existiert nach Satz 3. 12 das Supremum 
s=(®,) sup H. Dieses gewinnt man mittels der Funktionswerte der he H wie folgt: 


(3. 8) s(x) = (W) lim algh(2), ze V ®). 
heH 


Neben dem Begriff Bewertung von relativ beschränkter Variation benötigen wir noch 
den folgenden: 

Eine Bewertung f von V in W heißt relativ beschränkt, wenn zu jedem Intervall 
I=[a,b] in V ein Element s=s(I)&eW existiert mit „|f(«)| <s für alle ze I. 


Satz 3. 13. Die relativ beschränkten Elemente von P, = Y,(W, V) bilden einen linearen 
Unterraum von Y,, welcher den Vektorraum ®,(W, V) selbst wieder als linearen Unter- 
raum enthält. 

Beweis. Wegen |«f(z) + Bg(a) |< |x || f(x) | + | A| |g(e) | ist mit S,ge #, 
auch af + fg, x,ßeK, relativ beschränkt. Für jedes Intervall /=[a,b] und jedes 
zelI gilt 

Ift@) | = | fa) | + | fl) — f(a) | + | fl) — Fe) |; 


es ist also f relativ beschränkt, wenn f von relativ beschränkter Variation ist. 


Schließlich beweisen wir noch einen Satz, der mehr den Charakter eines Hilfssatzes 
hat, sich aber im folgenden als nützlich erweisen wird. 


Satz 3. 14. Es sei V ein distributiver Verband, c ein Element von V und V’ bzw. 
V’ der Unterverband aller Elemente zeV mt x Zcbzw.x Sc. Mü P} bzw. P sei die 
Menge aller fe P.(W, V) mit f(x) = für alle xe V’’ bzw. x eV’ bezeichnet. Es sind dann 
Y; und YP’' lineare Unterräume von P,(W, V) mit folgenden Eigenschaften: 


c 


6) Es handelt sich um die sog. Ordnungskonvergenz (0-Konvergenz) im Sinne von G. Birkhoff [2], S. 59#f. Die 
Bezeichnung algebraische Konvergenz (algebraischer Limes) wird nach Haupt-Aumann-Paue [6], S. 32 verwendet. 
Journal für Mathematik. Bd.194. Heft 1-4 20 
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(1) Für ein Element [e PY,(W,V’) bzw. fe P.(W,V’”) und jedes zeV werde 
(zxND(x) =flevzx) bzw. (x’f) (x) =flea x) gesetzt. Dann ist x’ bzw. x’ ein Isomorphis- 
mus des Vektorvereins P.(W, V’) bzw. Y,.(W, V’') auf den Vektorverein P/) bzw. P. 

(2) Der Vektorverein P,(W, V) ist direkte ordnungstreue Summe seiner linearen 
Unterräume P’ und P'. 

(3) Für jedes Paar von Bewertungen fe Y.(W, V’)undge Y(W,V’")ist y’f+ x’g 
die einzige Bewertung aus Y.(W, V), welche auf V’ mit f und auf V’’ mit g wertverlaufs- 
gleich ist. 

Beweis. Zu (1). Wir beschränken uns auf den x’ betreffenden Teil der Behauptung. 
Unter Benutzung des in V gültigen distributiven Gesetzes bestätigt man, daß y’f ein 
Element von Y ist für jedes fe Y.(W, V’). Aus f’ € Y folgt 


f(a) =flevxz) +fleazx)=f (eve) für jedes zeV; 


deshalb gilt f'= y’f, wenn fe P,(W, V') als Verengerung von f’ auf V’ erklärt, d.h. 
f(x) = f(x) für jedes ze V’ gesetzt wird. Durch x: wird also Y,(W, V’) auf Y/ abgebildet. 
Die Abbildung y’ ist eineindeutig, weil (x’f) (x) = f(x) für jedes ze V’ gilt. Weiterhin 
ist x’ eine lineare Abbildung von Y,(W, V’) auf Y,; sie ist sogar ein Isomorphismus des 
einen Vektorvereins auf den anderen, weil y’f 2 0 mit f > 0 gleichwertig ist. 

Zu (2). Es sei fe #,(W, V) beliebig. Wir definieren die Bewertungen f’ € Y,(W,V’) 
und f’’e P.(W, V'’) als Verengerungen von f auf V’ bzw. V’”. Dann gilt {= y’f + x f" 
mit zfeWP! und 2’f’eYP;'. Diese Zerlegung ist direkt: Aus  +g’=f’ +g” mit 
f,geW/ und f’,g”’e;' folgt nämlich f(x) = g’(x) für jedes ze V’ und hieraus weiter 
f(2) = fl(evx) =g(evx) =g’(x) für beliebiges ze V. Es liegt eine direkte ordnungs- 
treue Zerlegung vor, weil aus {>20 auch f >20 und f’ >0 folgt, also y’f >20 und 
x f' =0 nach (1) ist. 

Zu (3). Wegen y’fe X, und y’”’ge P%’ ist g’f + x’”g nach (2) ein Element von 
Y.(W, V); diese Bewertung setzt f und g auf ganz V fort. Ist he Y,(W, V) irgendeine 
solche Fortsetzung, so gilt h = h’ + h’’ nach (2) mit h’e P/ und h”’e Y’'. Hieraus folgt 
h'(x) =h(x) = f(x) für Elemente ze V’ und h’(x) =h(x) =g(x) für eV”. Nach (1) 
ist dann aber h = y’fund h”’ = y’g, alsoh=y'f + z"”g. 

3. 2. Additive Abbildungen eines Booleschen Verbandes in einen vollständigen Vektor- 
verband. Der bislang beliebige Verbund V sei nunmehr Boolesch, d.h. V sei distributiv, 
besitze ein Nullelement © und gestatte die Bildung des relativen Komplements x — y 
für Elemente x, ye V mit y<se. (Bei beliebigen x, ye V setzen ir e—y=x—ıay.) 
Die Existenz des Einselementes wird nicht gefordert; man nennt deshalb V auch einen 
verallgemeinerten Booleschen Verband (vgl. [1], S. 111). Wie bisher sei W ein vollständiger 
Vektorverband über dem Körper K. 


Eine Abbildung von V inW heißt additiv, wenn aus zay=®,x,yeV, die Gleichung 


favy)=fle) + fly) 

folgt. 

Den Zusammenhang mit dem Bewertungsbegriff stellt der folgende Satz her: 

Satz 3. 21. Folgende drei Aussagen sind gleichwertig: (1) Es ist f ein Element von 
Y,(W, V). — (2) Die Abbildung f von V in W ist additiv. — (3) Die Abbildung f von V in 
W ist subtraktiv, d.h. aus x Sy;x,yeV, folgt stets f(y — x) = f(y) — f(x). 

Beweis. (1)— (2): Klar, da f(x vy) =0 ist für Elemente z,yeV mit zıy=®2. 
— (2)— (3): Für Elemente z,yeV mit x Sygilttzay—z2)=® und zv(y—x) =y. 
Die Additivität von f liefert daher f(y) =f(z) + f(y — x). — (3) — (1): Für x = y folgt 
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aus der Subtraktivität von f die Gleichung f(®) = f(x) — f(x) =0. Aus der für beliebige 
Elemente x,ye V gültigen Gleichung zvy— x =y—zıy folgt 


favy) -I)=fIy) — Mary), 
also die Funktionalgleichung (3. 1). 


Korollar. Für additive Abbildungen f,ge P,(W,V) besteht die Relation f <g dann 
und nur dann, wenn f(x) < g(x) für jedes Element ze V gilt. 
Beweis. Aus f<g und 8 <z folgt f(x) < g(x) für jedes ze V. Gilt umgekehrt 
f(x) < g(x) für jedes ze V, so folgt aus a sb,a,beV, 
f(b —a) <g(b —a), also f(b) — f(a) < g(b) —g(a) und somit / <g. 


Für den Fall eines Booleschen Verbandes läßt sich also die Vereinsstruktur von 
Y.(W,V) mittels der Funktionswerte einfacher beschreiben als im allgemeinen Fall. 
Analoges gilt für die Kennzeichnung der Elemente von ©, =®,(W,V) und für die 
Verbandsstruktur von ®,: 


Satz 3. 22. Eine additive Abbildung von V in W ist dann und nur dann von relativ 
beschränkter Variation, wenn sie relativ beschränkt ist; m.a.W.: es ist &,=®,(W, V) 
gleich der Menge II aller relativ beschränkten, additiven Abbildungen von V in W. Für 
jedes [fe ®, und jedes ze V gilt 

3.9) _ f*(&) = (W) sup (fa); # sa,reV). 
Beweis. Nach dem Satz 3. 13 ist die Menge /J ein linearer Unterraum von %,, 


welcher ©, als Teilmenge enthält. Wir haben also noch zu zeigen, daß /T Teilmenge von 
®, ist. Hierzu sei f ein Element von //; dann ist für jedes x€ V die Bildung von 


f*(@) = (W) sup(f(a‘); « < x) 


sinnvoll. f* ist ein Element von Y,, d.h. eine additive Abbildung von V in W. Für 
Elemente x, ye V mit za y=® ist nämlich wegen der Distributivität von V die Menge 
der Elomente z < x vy aus V identisch mit der Menge der ze V, welche sich in der Form 
z=a'vy’ mit x’ <rund y’ <y darstellen lassen; berücksichtigt man noch, daß dann 
auch z’a y’ —=® ist, so folgt 
f*(« vy) = (W) sup (f(@’) + fy);  <a,y' sy) = f*(e) + /*(y). 

Nach der Bemerkung vor Satz 3. 11 ist f* sogar ein Element von ®,; wegen f(®) = 0 ist 
nämlich f*(z) > 0 für alle ze V, also f* > 0 nach dem Korollar zu 3. 21. Weiter gilt 
f(x) < f*(x) für alle ze V, also f s f*. Da II linearer Unterraum von Y, ist, gehört mit 
f auch — f zu IT; wir erhalten somit die Doppelungleichung — (— f)* < f s f*, wobei f* 
und —(— f)* Elemente von ©, sind. Nach 3. 11 folgt hieraus f€®, und damit die Gleich- 
heit von // und ®,. 

Nun wenden wir uns dem Beweis der für jedes fe ®,—=II gültigen Gleichung 
f* = f* zu. Für beliebiges z€ V und jedes ye V mit y < x gilt nach (3. 5), (3. 6) und (3. 7) 


fy) = (W) sup (f(y) — f(2), 0) + (W) sup (f(2) — f(y), 0) < f*(e). 
Hieraus folgt f*(x) <s f*(x) für jedes ze V oder die damit gleichwertige Relation f < ft. 
Bereits im ersten Teil des Beweises ergaben sich die Eigenschaften 0 < f* und f< f* 
von f*. Wegen f* =(,) sup (f, 0) folgt hieraus f* < f* und somit f=f*. 
Korollar. Für das Infimum h = (®,) inf (f, g) zweier Elemente f und g aus ®,(W, V) 
gilt 


(3. 10) h(x) = (W) inf(f(y) +g(e —y); ysa,yeV), zeV. 
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Beweis. Aus (1. 12) ergibt sschh=g — (g— f)*. Hieraus und aus (3. 9) folgt die 
Behauptung. 

Bemerkung. Nach 3.22 sind die Elemente von ®,(W, V) relativ beschränkte, 
additive Abbildungen von V in W. Mit jedem fe ®,(W, V) sind daher auch f*, f- und 
|/ | relativ beschränkte, additive Abbildungen von V in W. 

Abschließend erwähnen wir noch ein Ergebnis aus [1], S. 112. 

Der (verallgemeinerte) Boolesche Verband V sei Boolescher Unterverband eines 
(verallgemeinerten) Booleschen o-Verbandes V’. Eine Abbildung f von V in W heißt total- 
additiv bezüglich V’ (o-additiv bez. V’), wenn für jede Folge von Elementen x,c V mit 
LA =, r+to,v,o=1,2,..., deren in V’ gebildete Vereinigung x ein Element von V 


ist, die Reihe > f(x,) algebraisch konvergiert und f(x) = 5 fz,) ist. 
vl v-1 


Wenn V selbst ein Boolescher o-Verband und die Abbildung f total-additiv bezüglich 
V'=V ist, so sagen wir kurz: f ist auf V total-additiv. Ist V speziell ein Boolescher 
Mengenverband mit der Trägermenge G, so soll total-additiv stets bedeuten: total- 
additiv bezüglich des vollständigen Booleschen Mengenverbandes aller Teilmengen von 6%. 

Das angekündigte Ergebnis aus [1] lautet: /st V Boolescher Unterverband eines 
Booleschen o-Verbandes V’, so ist die Menge ©’ = ®’(W, V) aller bezüglich V’ total-additiven 
Abbildungen fe ®,(W, V) ein Band im vollständigen Vektorverband ®,. 


3.3. Lineare Abbildungen eines Vektorverbandes in einen vollständigen Vektor- 
verband. Wir bezeichnen in dieser Nummer mit E einen Vektorverband über dem Ska- 
larenkörper K des vollständigen Vektorverbandes W. 


Eine Abbildung f von E in W heißt linear, wenn folgendes gilt: 


(3. 11) f(x +y)=flx) + f(y) für beliebige x,ye E, 
(3. 12) fix) = Af(x) für beliebige x€ E, AeK. 


Die Menge aller linearen Abbildungen von E in W bezeichnen wir mit A* = A*(W, E). 
Den Zusammenhang mit den Bewertungen stellt der folgende Satz her: 


Satz 3. 31. Jede lineare Abbildung f von E in W ist eine Bewertung von E in W. 
Die Menge A*(W, E) ist ein linearer Unterraum von Y,(W, E), wenn 0 den Nullvektor 
von E bedeutet. 

Beweis. Nach (1.1) gilt für beliebige Elemente z,y€ E die Gleichung 
zyvy+zay=2x+y. Aus der Eigenschaft (3. 11) allein folgt hieraus die Funktional- 
gleichung (3. 1). Ebenso folgt f(0) = 0 aus (3. 11) allein. Der Rest der Behauptung ist 
unmittelbar klar”). 

Wie im reellen Fall (vgl. H. Nakano [7], S. 246) beweist man den folgenden Satz: 


Satz 3. 32. Eine Abbildung f der Menge aller Elemente x =0 aus E in W, welche 
die Gleichungen (3. 11) und (3. 12) nur für Elemente zZ), y=Z0ausE und A Z0ausK 
erfüllt, läßt sich auf genau eine Weise zu einer linearen Abbildung von ganz E in W erweitern. 


Auf Grund des Satzes 3. 31 können alle für Bewertungen eingeführten Begriffe 
auch als für lineare Abbildungen erklärt betrachtet werden. 


?) Der Beweis von Satz 3.31 läßt die folgende Möglichkeit zu weiterer Verallgemeinerung verständlich er- 
scheinen, von der wir jedoch keinen Gebrauch machen: Man kann in den folgenden Sätzen grundsätzlich die linearen 
Abbildungen von E in W durch Abbildungen einer abelschen Verbandsgruppe in eine vollständige Verbandspruppe 
ersetzen, welche (3. 11) genügen. (Vgl. Fußnote ?).) Für relativ beschränkte f folgt im reellen Fall übrigens (3. 12) aus 
(3.11). Vgl. hierzu N. Bourbaki [4], S. 33. 
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Satz 3.33 (1) Für lineare Abbildungen f,ge A*(W,E) gilt f <g dann und nur 
dann, wenn f(x) <g(x) für jedes zeE mit x =0 gilt. — (2) Die lineare Abbildung 
fe A*(W,E) ist dann und nur dann relativ beschränkt, wenn zu jedem x& E ein Element 
s =s(z)E W existiert, so daß |f(y) | <s für alle ye E mit |y| < |x | güt. 

Beweis. Zu (1). Nur dann: Aus f<g und x >0 folgt f(x) <g(x). — Dann: 
h x <s { folgt y— x >20, also fy—x) Sg(y— x). Wegen (3.11) folgt hieraus 

— f(z) Sg(y) — g(e), dei fsg. — Zu (2). Nur dann: Wegen (1.6) sind die Re- 
+ Hi |v„|<|xz| und —|x|<y<s|x| gleichwertig. Hieraus ergibt sich die Be- 
hauptung. — Dann: Aus a <xz<b folgt be |s|ja|+|b|,a,b,xeE, und hieraus die 
Behauptung. 

Die Menge aller relativ beschränkten, linearen Abbildungen von E in W bezeichnen 
wir von nun an mit A= A(W,E). 


Satz 3. 34. (1) Eine lineare Abbildung von E in W ist dann und nur dann relativ 
beschränkt, wenn sie von relativ beschränkter Variation ist; m. a. W.: es elt A= A*n®, 
(8, = ®,(W, E)). 

(2) A(W, E) ist ein eigentlicher linearer Unterraum von ®,(W, E). Für jedes fe A 
und jedes <=0 aus E gilt 


(3. 13) f*(@) = (W) sup (f@); O<r'<z, rc). 


(3) Für jede nicht leere und in ®, nach oben bzw. unten beschränkte Teilmenge H von 
A gilt (®,) sup He A bzw. (®B,) inf HeA. 

Beweis. Zunächst zeigen wir, daß für jede relativ beschränkte, lineare Abbildung / 
von E in W durch 


f*(&) = (W) sup (fa); Os # <er), zeEmit r>0, 


eine lineare Abbildung von E in W definiert wird: Es seien x > 0 und y > 0 Elemente 
von E; nach einer Bemerkung in Nr. 1.1 (nach Formel (1. 3)) ist die Menge aller ze E 
mit O0<z<x-+y gleich der Menge der Elemente z= x’ +y’ mit Osz’<r und 
0=<y' sy. Hieraus folgt 


Pa+y)=- a) +f*W. 


Durch eine ähnliche Überlegung beweist man die Gültigkeit der Gleichung f*(Ax) = Af*(x) 
füralleA>0ausK undx > 0 aus E. Nach Satz 3. 32 ist daher f* eindeutig zu einer linearen 
Abbildung von E in W erweiterbar, die wir wiederum mit f* bezeichnen. Für jedes ze E 
mit 2>0 gilt O<f*(xz) und f(x) < f*(x), ersteres wegen f(0) = 0; nach Satz 3.33, 
(1) bedeutet dies 0 < f* und f < f*. Nun erst wenden wir uns dem Beweis der drei Punkte 
der Behauptung zu: 

Zu (1). Nur.dann: Wie eben beschrieben, bilden wir zu f€ A die lineare Abbildung /*; 
diese ist wegen /* = 0 von relativ beschränkter Variation. Mit f ist auch — f relativ 
beschränkt und die zugehörige lineare Abbildung (— f)* von relativ beschränkter Va- 
riation. Nach dem ersten Teil des Beweises gilt — ( — f)* <sf < f*; nach Satz 3. 11 ist 
dann f von relativ beschränkter Variation. — Dann: Folgt aus Satz 3. 13. 

Zu (2). Genau so wie im Beweis von Satz 3. 22 beweist man nun die Gleichheit 
von f* und f* = (®,) sup (f, 0) für jedes f€ A und damit auch die Gleichung (3. 13). Nach 
dem bisher Bewiesenen ist also mit jedem fe A auch f* = (®,) sup (f, 0) = f* ein Element 
von A; gemäß der Definition in Nr. 1. 2 ist also der lineare Unterraum A von ®, eigentlich. 
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Zu (3). Nach Nr. 1.2, S. 146, genügt es, die Behauptung für eine Menge H von 
Elementen h > 0 aus A zu beweisen, welche nicht leer, in ®, steigend gerichtet und in ©, 
nach oben beschränkt ist. Für s = (®,) sup H gilt dann nach (3. 8) die Gleichung 


s(z) = (W) lim alg h(«). 
heH 


Hieraus ergibt sich: Es ist s eine lineare Abbildung von E in W mit s= 0; nach der 
Bemerkung vor Satz 3. 11 und nach Satz 3. 34 ist dann s ein Element von A. 


1. Korollar. Der eigentliche lineare Unterraum A(W, E) von ®,(W,E) ist bezüglich 
der in ®, erklärten Relation <S ein vollständiger Vektorverband. Jede nicht leere in ®, 
nach oben beschränkte Teilmenge H von A ist auch in A nach oben beschränkt und es gilt 


(A) sup H = (®,) sup H. 


2. Korollar. Für das in A(W, E) gebildete Infimum zweier linearen Abbildungen f und 
ge A güt bei beliebigem x Z0 aus E 


(3. 14) h(z) = (W) inf (f(y) +g@ —y); O<y<sa,yeE). 


Beweis. Analog zum Beweis von (3. 10). 


Nun noch eine abschließende Bemerkung über stetige, lineare Abbildungen: Der 
Vektorverband E sei eigentlicher linearer Unterraum eines o-vollständigen Vektorverbandes 
E'. Eine lineare Abbildung f von E in W heißt stetigbezüglich E’, wenn für jede Folge 
von Elementen z,eE mit , 24,20, v=1,2,..., deren bezüglich E’ gebildetes 
Infimum gleich 0 ist, der algebraische Limes der Folge der Bildelemente f(z,)e W in W 
existiert und gleich 0 ist. Gleichwertig hiermit ist die Forderung: Für jede in E’ beschränkte 
Folge von Elementen z,€eE mit O<sz,<z,,,vr=1,2,..., deren in E’ gebildetes 
Supremum x ein Element von E ist, existiert (W) lim alg f(x,) und ist gleich f(x). Wenn 
E selbst ein o-vollständiger Vektorverband und die lineare Abbildung f von E in W stetig 
bezüglich E’ = E ist, so nennen wir f stetig schlechthin. Ein in [1], S. 116 gewonnenes 
Ergebnis lautet nun?): 

Der Vektorverband E sei ein eigentlicher linearer Unterraum des s-vollständigen 
Vektorverbandes E’. Dann ist die Menge A’ = A’(W, E) aller bezüglich E’ stetigen Abbul- 
dungen fe A(W, E) ein Band im vollständigen Vektorverband A. 


$ 4. Reguläre und singuläre Bewertungen. 


In diesem Paragraphen soll wieder durchweg unter W ein vollständiger Vektor- 
verband über einem linear geordneten Körper K verstanden werden. 


8) Dort haben wir allerdings die Stetigkeit bezüglich E’ nur für relativ beschränkte, lineare Abbildungen / 
von E in W definiert und zwar abweichend von obiger Definition: Ein f€ A(W, E) hieß dort stetig bez. E’, wenn | f | 
stetig bez. E’ im obigen Sinne war. Am Schluß von [1] hatten wir erwähnt, daß im reellen Fall die beiden Stetigkeits- 
definitionen für Elemente von A gleichwertig sind; sie sind es sogar im allgemeinen Fall, wenn W ein beliebiger voll- 
ständiger Vektorverband ist. Beweis. Es sei z,€Emit , 2 2,1, 20,v,=1,2,..., und (E’) inf z, = 0. Gilt dann 
für ein f€ A die Gleichung (W) lim alg | / | («,) = 0, so ist auch (W) lim alg f*(z,) = (W) lim alg f*(z,) = 0 und 
damit (W) lim alg f(z,) = 0. Man hat hierbei nur zu beachten, daß 0 < f*(z,)< || («,) und 0 <f(«,)<|f| (z,) 

— Umgekehrt: Es genügt zu zeigen, daß f* im Sinne des Textes stetig bez. E’ ist, wenn dies für 
f€A der Fallist. Hierzu sei z,eEmit0 <2,<z,,,»r =1,2,...,und (E’)sup x, = z€E. Wegen ft > 0 ist dann 
zunächst (W) lim alg f* (z,) < f*(x). Weiter seiyeE mit 0O<y<z; wir setzen y, = (E) inf (y, x,) für jedes ». Mit 
Hilfe des in E’ gültigen allgemeinen distributiven Gesetzes (vgl. @. Birkhoff [2], S. 231) folgt: OS y,< Y,,ı. 
=1,2,..., und (E’)sup y, = y€E. Wir erhalten f(y) = (W)lim alg f(y,) und hieraus f(y) < (W) lim alg f* (z,) 
nach (3. 13). Nach (3. 13) folgt auch f* (x) < (W) lim alg f* (z,) und damit die Behauptung. 
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4.1. Definition und Eigenschaften der Bewertung /;s. Wir geben zunächst die 

Definition. Es sei S eine beliebige Teilmenge eines Verbandes V. Für eine Bewertung 
’Z0 au ®,=6©,(W,V) bezeichnen wir mit f, das in ®, gebildete Infimum über alle 
Elemente h=0 aus ®,, für welche bei beliebigem ze S stets h(x) = f(x) güt. Für eine 
beliebige Bewertung f € ®, setzen wir 

(4. 1) fs =) -Ms- 

Wir bemerken, daß diese Definition sinnvoll ist, da für ein f > 0 aus ©, zumindest f 
selbst eine Bewertung h mit den in der Definition geforderten Eigenschaften ist. Aus 
dieser Bemerkung und der Definition selbst folgt bereits der erste Teil des folgenden 
Satzes: 

Satz 4. 11. Für jede Bewertung f 0 aus ®,(W, V) gilt 


(4. 2) Ost, <sf. 
Mü fe®, ist stets auch f, ein Element von ®,; es gilt 


(4. 3) (=), (= Ms: 

Beweis. Eines Beweises bedarf nur noch (4. 3). Nach (4. 2) sind (j*), und (f-), 
Elemente > 0 aus ®,, sowie in ©, disjunkt, da f* und f- nach Nr. 1.1 disjunkt sind. 
Vermöge der Gleichung (4. 1) ist also /, Differenz zweier disjunkter Elemente > 0 aus ®,. 
Hieraus folgt die Behauptung nach Nr. 1.1. 

Wegen (4. 3) schreiben wir von nun an nur noch [; und f, an Stelle von (f,)* und (f,)-. 

Für weitergehende Untersuchungen von f, benötigen wir einen Hilfssatz. 

Hilfssatz. Es sei G ein gesättigter Unterverband eines Verbandes V und c ein 
Element von G. Für die Bewertung fe ®.(W, V) sind dann folgende Aussagen gleichwertig: 

(1) f(x2)=0 für jedes ze G. 

(2) f(x) = f(x) =0 für jedes zE GC. 

(3) |f|(®)=0 für jedes ze G. 

Beweis. (1) —(2) Wegen f-=(— f)* genügt es, die f* betreffende Aussage zu 
beweisen; wegen (3. 1) und (3.2) (angewandt auf f*) genügt es weiter, nur Elemente 
z€eG mit 2 >c oder x Sc zu betrachten. Nach (3.5), (3.6) und (3.7) gehen in die 
Berechnung von f*(x) für ein solches x€ G nur Funktionswerte f(y)e W ein, welche 
Elementen ye V mit esy<sx oder ze <y<c zugeordnet sind. Diese Elemente y 
gehören aber sämtlich zu G; aus (3. 5) bis (3. 7) folgt daher f*(x) = 0. — (2) — (3) Klar. — 
(3) > (1) Aus — || sf/< |f| folgt — |F | (ea) S fa) < | | (x) und damit f(x) = 0 für 
Elemente £ > c aus G; entsprechend ergibt sich f(x) =0 für Elemente x <c aus G. 
Nach (3. 1) und (3. 2) ist dann f(x) = für alle xe€ G. 


Satz 4. 12. Es sei $S ein gesättigter Unterverband des Verbandes V und c ein Element 
von S. Dann ist f, für jede Bewertung f Z 0 aus ®.(W, V) sogar das Minimum der Menge 
aller h=0 aus ®,, für welche h(x) = f(x) bei beliebigem ze S gilt. Für jede Bewertung 
fe®, ist 

(4. 4) fs(2) = f(x), falls ze S. 

Beweis. Es sei f >20 und H die Menge aller kh > 0 aus 9, mit h{z) = f(x), ze S. 
Es genügt, zu zeigen, daß H in 9, fallend gerichtet ist; dann gilt nämlich nach (3.8) für 
jedes x € V die Gleichung /,(x) = (W) lim alg h(x), aus welcher (4.4) und damit ‚ce H 


heH 
folgt. Der Rest der Behauptung ergibt sich hieraus mit Hilfe von (4. 1) und (4. 3). — Wir 
zeigen: Aus h,ke H folgt qg= (©,)inf(h,k)e H. Aus (1.12) ergibt sich die Gleichung 
q=h—(h— k)*; hierbei ist (k— k)(z) =0 für jedes ze S und damit nach dem eben 
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bewiesenen Hilfssatz auch (k—k)*t(z)=0 für jedes zeS. Wegen 42 und 
g(2) = h(x) = f(x) für jedes ze S ist ge H, w. z. z. w. 

Satz 4. 13. Es sei V ein distributiver Verband, 5 ein gesättigter Unterverband 
von V und ce ein Element von S. Dann gilt für jede Bewertung {| Z 0 aus ®,(W, V): 

(4.5) fs) = (W) sup (fa); er Sa,reS), falls »>c,reV, 

(4.6) fs(2) = (W) inf (fla’); a ser Sc,2’eS), falls z <Sc,zeV. 

Beweis. (1) Es sei V’ die Menge aller ze V mit x 2 c. Wir zeigen, daß durch di: 
Gleichung 

(x) = (W) sup (f(a’);e sr’ <a,reS), zeV”, 
eine Bewertung von V’, genauer ein Element t' > 0 von ®,(W, V’) definiert wird. Hierzu 
bezeichnen wir vorübergehend für ein x € V’ mit x$ die Menge aller «e Smite<r sa 
Dann ist (x vy) S für beliebige x,y € V’ gleich der Menge aller zeV’ mit z=x'vy 
x’ € xS, y €yS. Jedes solche z ist nämlich ein Element von (zvy) S; aus ze(zvy)S 
folgt umgekehrt z= x’ vy’ mit ! =zarexS und y =zayeyS, weil V distributin 
und $ gesättigt ist. Analog, sogar ohne Benutzung des distributiven Gesetzes, beweisi 
man, daß (za y) S, x,yeV’, gleich der Menge aller ze V’ ist mit ze ray, z’eaS, 
y'€yS. Bezüglich !’ zeigen wir zunächst, daß t' ein Element von Y,(W,V’) ist. Die 
Gültigkeit von ?’(c) =0 ist unmittelbar ersichtlich, die Funktionalgleichung (3. 1) folgt 
so: Für beliebige x, ye V’ ist 
(x) + t’(y) = (W) sup (f(x’); x’ € 8) + (W) sup (fly’); y’ € yS) 
(W) sup (f(x vy’) + fa’ay); HM exS,y’eyS). 
Nach dem über die Mengen (x vy) 5 und (za y) S Bewiesenen ergibt sich hieraus 
(2) + t'(y) S (W) sup (f(u) + f(v); ue(zvy)S, velzay)S) 
t(zvy) +t (way). 
Die hierzu duale Ungleichung folgt so: Für x’, x’ € 25 und y’, y’’ € yS mit x, y € V’ setzen 
wir 2<* = x’ ve’ und y* =y’vy'”. Dann ist r*€e x5 und y*e yS, sowie 2’ vy’ Sı*vy* 
und z’ay’ <x*a y*. Wegen f > 0 folgt hieraus 
fa’vy’) + fa’ay’) = flat vy*) + ara y*r) = flat) + Far) Sr la) + Uly) 
und schließlich durch Übergang linkerhand zum (W)Supremum 
!(zvy) +tlaay) St(e) + ty). 

Damit ist te #.(W, V’) bewiesen. Da aus ce <Sx Sy aber !'(x) < !'(y) folgt, gilt sogar 
! >0 und somit t’ € ®,(W, V’) nach der Bemerkung vor Satz 3. 11. 

(2) Setzt man 

U’ (2) = (W) inf (f(x); ase’ Sc,2”’€S) 

für jedes x aus dem Unterverband V’ aller xe V mit x c, so erweist sich durch analoge 
Betrachtungen !'” als Element von ®.(W, V”) mit !" >0. Nach Satz 3. 14 setzt 
Kx)=t'(evz) +t’’(ca x), ze V die Bewertungen !’ und t’” auf ganz V fort; es gilt 
te®.(W,V) und t>0. 

(3) Es ist /, St, dat = 0 und 

tz) =t(eva) +’ (cax)=flevz) +fleaz)=f(a) 
für Elemente z€ $S. Hieraus folgt /,(x) Ss !'(z) für ze V’ und !’’(a) S f,(x) fürzeV”. 
Wegen f(x’) =fs(x’) für x’ € S gilt andererseits 
(x) = (W) sup (fs(@); esse sa,n’ceS) Sfsla), zeV'. 





Bauer, Remiläre und singuläre Abbildungen eines diströbutiren Verbandes. 


Also ist t’(z) =f,(r) für jedes ze V’; ebenso beweist man t”’(r) = f.(x) für ze V”. Es 
folgt t=f, und damit die Behauptung. 

Der dem Satz 4. 13 zugrundeliegende Fall ist für uns der allein wichtige; deshalb 
vereinbaren wir: Wenn im folgenden j, für eine Bewertung fe ®,.(W, V) gebildet wird, 
so soll stets stillschweigend vorausgesetzt sein, daß der Verband V distributie, S ein 
gesättigter Unterverband von V und c ein Element von S ist. 


Korollar. Für eine Bewertung fe ®.(W,V) gilt j;,=0 dann und nur dann, wenn 
f(x) = 0 ist für jedes ze S. 

Beweis. Nur dann: Folgt aus (4. 4). — Dann: Nach dem Hilfssatz dieser Nummer 
gilt mit f(x) =0 auch f*(x) = (2) =0O für alle ze S; wir können daher o.B.d.A. 
> 0 voraussetzen. Dann aber folgt die Behauptung aus (4.5), (4. 6) und (3. 1). 

Satz 4. 14. Für jede Bewertung fe ®,(W, V) und je zwei gesättigte Unterverbände 5 
und T des distributiven Verbandes V mit ceSrT gilt 

(4. 7) (dr = Ist: 

Beweis. Zunächst sei f 20. Für jedes ze Sn T gilt dann nach (4. 4) 

(dr) = Isla) = fr); 

da zudem (f,)r Z 0 ist, folgt nach der Definition von /,_ 7 die Ungleichung fr S (fs)r- 
Hiernach ist /;_r(2) S (fs)r(2) für zeV mit x 2 c: die duale Ungleichung ergibt sich 
bei gleichem ze V so: Aus e<sy<Semit yeT und au esy sy mit y'eS folgt 
esy srmit yeSrT; nach (45) gilt daher f(y’) S fs. r(2) für alle y’eS mit 
e<y' <y und somit auch fs(y) < /s_r(%) für alle ye 7 mit e<y<e. Übergang 
linkerhand zum (W)Supremum über alle diese ye T ergibt die gesuchte Ungleichung. 
Analog wie für Elemente x Zc aus V beweist man die Gleichung (/;)»(2) = fs_ r (2) 
fürzeV mitz <c. Nach Satz 4. 13 gilt dann (f,)zr = /s_ r- Für beliebiges fe ®, ergibt 
sich (4. 7) folgendermaßen: 


(fs)r ai (fs)r Tan (fs)Ir u. (fs Ir nic (fs Ir 


(nach (4.3) und dem Bisherigen). 


Die für uns wichtigste Eigenschaft der Bewertung /. beweisen wir nunmehr. 


Satz 4.15. Die Abbildung /— f, von ®.(W,V) in sich ist eine Projektion (vgl. 
Nr. 1. 3). 

Beweis. (1) Die Linearität der Abbildung / — /, ergibt sich aus folgender Zwischen- 
behauptung: ZuzeV mit zZ c oder x <S c existiert ein in V gerichtetes System H (x) 
derart, daß für H(x) und beliebiges /€ ®, 

fs(z) = (W) lim alg f(x’) 
re Hir) 


gilt. Hieraus folgt nämlich 
(af + Bg)s(z) = afsle) + Basta), hge®,., s,PeKk, 


zunächst für zeV mit 2 Zc oder x <c, dann aber allgemein für beliebige x € V nach 
4.13. Wir definieren H(z) für en x > c als die in V steigend gerichtete Menge aller 
zeSmite<sr <srund für einr<cals die in V fallend gerichtete Menge aller x’ € 5 
mit x <xr' <c. Die Formel (4.5) bzw. (4. 6) schreibt sich für en f > 0 in der Form 
fs(x) = (W) lim alg f(x’) mit x > c bzw. x <c. Für beliebiges /€®, folgt daraus: 

ze H(x) 


Is(2) = fs (2) — Is (x) = (W) lim alg (f*(=’) — f=(@’)) = (W) lim alg f(z’) 
x € H(x) ze Hix) 
für zeV mit 2 Zc oder 2 Sc. 
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(2) Die Abbildung f — /, ist eine Projektion, weil O0 < f, < f ist für ein f > 0 nach 
(4. 2) und (f,); = fs für jedes fe ©, nach (4.7). 

Nach dem in Nr. 1. 3 über Projektionen Gesagten, insbesondere nach (1. 17) ergibt 
sich als Ergänzung zu (4. 3): 


Korollar. Für jede Bewertung fe ®.(W, V) gilt 
(4. 8) IfsI=1|fls- 


Für Anwendungen wichtig ist noch folgender Satz: 

Satz 4.16. Es sei E ein Vektorverband über dem Skalarenkörper K von W und 5 
ein gesättigter linearer Unterraum von E. Mut jeder relativ beschränkten, linearen Abbildung | 
von E in W, d.h. mit jedem fe A(W, E) ist dann auch die Bewertung f, ein Element von 
A(W, E). 

Beweis. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit kann f > 0 angenommen werden. 
Wegen Satz 3. 32 braucht nur 


fs(ze +y) =Ts(z) + fs(y) für Elemente 2 20,y=>0 aus E, 
fs(Ax) = Af,(x) für Elemente 2 > 0 aus E und A =0 aus K 


gezeigt zu werden. Dies beweist man mittels der in (4.5) gefundenen Darstellung von 
fs(xz) für Elemente x > 0 aus E in Analogie zum Beweis von Satz 3. 34: Es ist nämlich 
die Menge der Elemente ze$ mit O<z<sr+y, x2,y=0, gleich der Menge aller ze E 
von der Form z= x’ +y’ mitz’,y eS,0 sr <szund 0 sy’ <y. Ferner ist die Menge 
aller zeSmt O0 <z <sAr, 2 20,420, gleich der Menge der Elemente z€ E von der 
Form z = Ar’ mit !eS und O sr <e. 

4.2. Totale Nullteile. Wir geben zunächst wieder die erforderliche 

Definition. Es sei fe P,(W, V) eine Bewertung eines beliebigen Verbandes V. Es 
heißt ae V e-totaler Nullteilvon f, wenn f(x) =0O fürallexeVmitcnaaszıScva. 
Die Menge der c-totalen Nullteile von f bezeichnen wir mit N.(f). 

Bemerkung. Wegen caa <Sa<cva git f(a)—=0 für jedes ae N.(f). 

An Eigenschaften der Mengen N,(f) mit fe Y,(W, V) benötigen wir: 


Satz 4. 24. (1) Für jede Bewertung f Z0 aus ®,(W,V) ist N.(f) gleich der Menge 
aller aeV mit flera)=fleva)=0. 

(2) NN=Net|f |) =Nelft) n Netf”) für jedes fe B.(W, V). 

8) Aus |g|<|f|,f,ge 2.(W, V), folge N.(f)< Ne(e). 

Beweis. (1) Klar, weil fleaa) <f(2) <fleva) ist für jedes zEeV mit 
caa<xz<cva.— (2) Für jedes ae V ist das Intervall [ea a,c va] ein c als Element 
erthaltender, gesättigter Unterverband von V; die Behauptung folgt daher aus dem 
Hilfssatz der Nr. 4. 1. — (3) Die Behauptung folgt aus (1) und (2), sowie aus den Un- 
gleichungen 

Iflteaa) <|g|(eaa) <O und O<|g|(ceva) <|f|(cva), aeV. 


Satz 4. 22. Der Verband V sei distributiv. Für jedes fe ®.(W,V) ist dann N.(f) 
ein c als Element enthaltender, gesättigter Unterverband von V. 

Beweis. Wegen N.(f) =N.(|f |) können wir f > 0 annehmen. (1) Es ist ce N.(f): 
Klar. — (2) Ausz <z Sy,z,yeN.lf),2e V,folgt ze N.tf): Wegenevz<scevz<Scvy 
und caz Sciız<Scay gilt 


0=flevz) <Sflevz) Sfleevy)=0 und O=fle1ax)Sfleaz) Sfleay) =0; 








ls 
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es ist also f(leaz)=f(cevz)=0 und somit ze N,(f) nach Satz 4.21. — (3) N,.(f) ist 
ein Unterverband von V, d.h. aus z,yeN.(f) folgt zvyeN.t(f) und zayeN.(f). 
Nämlich: Wegen 

e<Scev(zay)Scevz und cazScıiı(zvy)<Sec 


gilt flev(zay))=f(ea (evy))=0 nach (2). Hieraus folgt unter Benutzung von (3. 1) 
und des distributiven Gesetzes: 


fleazay)=fleraz) + fleay) —fev(evy)) =0, 
flevzvy)=fleva) + flevy)— fer (ary)) =0. 
Somit gilt f(ev(zvy)) =fler(evy))=0 und flev(zay)) =flea (zay))=0, d.h. 
zvyeN.(f) undzayeN.(f). — Aus (1) bis (3) folgt die Behauptung. 

Satz 4.23. Essei V=E ein Vektorverband über dem Skalarenkörper K von W und f 
eine lineare Abbildung von E in W. Die Menge N,(f) der totalen Nullteile bezüglich ce = 0 
ist dann gleich der Menge aller Elemente a€ E, für welche aus |x| < |a | stets ;(z) = 0 
folgt. N,(f) ist ein gesättigter linearer Unterraum von E. 

Beweis. Gemäß der Definition dieser Nr. ist N,(f) die Menge aller ae E mit 
f(a)=0 für —a-<r<atr,xeE.Da—|a|<—a-<sat<|a| und die Relationen 
|x]|<ja|und —|a|<x< |a | gleichwertig sind, gilt a € N,(f), falls f(x) = 0 für alle 
ze Emit |x |< |a |. Aus ae N,(f) ist umgekehrt f(x) = 0 für alle ze Emit |x |< |a | 
zu folgern; wegen «+ < |x |, x” < |x | und f(x) = f(z*) — f(x”) kann hierbei o. B. d. A. 
x = 0 angenommen werden. Esgilt dannO <r <|a|=a* + a-undsomitz = x’ + 2” 
mitO<sz <a* undO <zr’ Sa nach Nr. 1.1. Hieraus folgt f(x’) = f(x’) =0, also 
f(x) =0. 

Nun zeigen wir, daß N,(f) ein linearer Unterraum von E ist; aus der bereits bewiesenen 
Kennzeichnung der Elemente von N,(f) folgt dann, daß dieser Unterraum auch gesättigt 
ist. Es seien a und b Elemente von N,(f); wegen |a+5b| <|a| + |b| genügt es für den 
Beweis von (a +b)e N,(f), die Gleichung f(x) =0 aus |xz|< |a | + |b | zu folgern. 
Genau so wie im ersten Teil des Beweises begründet man, daß man hierbei x > 0 anneh- 
men darf. Dann ist aber x von der Frrmxz=a’ +b’mit0 sa’ <s|a|undO <b’<|b|; 
es folgt f(a’) = f(b’) = 0 und hieraus f(x) = 0. Schließlich ist mit a auch Aa bei beliebigem 
AeK ein Element von N,(f). Für A= 0 ist dies klar. Für A + 0 folgt aus |x | < | Aa | 


nach (1.11) 1 x, <|a|, es ist also 1; e) = fa) =() und somit f(x) =. 





4.3. Definition und Kennzeichnung S-regulärer und S-singulärer Bewertungen. 
In dieser Nummer werden alle zu betrachtenden Verbände V als distributiv vorausgesetzt. 
Es bedeutet wieder 5 einen gesättigten Unterverband von V, c ein Element von $ und 
N.(f) den gesättigten Unterverband der c-totalen Nullteile einer Bewertung fe ®,.(W,V). 

Als wichtigste Eigenschaft der Bewertung f, hatte sich in Satz 4. 15 ergeben, daß 
die Abbildung /—/, von ®,.=®,(W, V) in sich eine Projektion ist. Nach Nr. 1. 3 wird 
von jeder Projektion in natürlicher Weise eine direkte ordnungstreue Zerlegung des 
Vektorverbandes erzeugt, in welchem sie erklärt ist. Dem Studium der von der Projektion 
f- fs erzeugten direkten ordnungstreuen Zerlegung von ®, wenden wir uns nun zu. 


Definition. Eine Bewertung fe ®.(W, V) heißt S-regulär bzw. S-singulär, wenn 
fs =0 bzw. f, =f ist. 

Aus Nr. 1. 3 folgt nun sofort: 

Zerlegungssatz. Die Menge der S-regulären Elemente sowie die Menge der S-singu- 
lären Elemente von ®,(W,V) ist ein Band in ®.. Der vollständige Vektorverband ©, ist 


21* 
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direkte ordnungstreue Summe dieser Bänder. Für beliebiges fe ®, ist bei dieser Zer- 
legung die S-reguläre Komponente gleich f — f; und die S-singuläre Komponente gleich f,. 

Auf Grund dieses Satzes bezeichnen wir von nun an die Bewertung f — f, bzw. f, 
als den $S-regulären bzw. S-singulären Teil der Bewertung fe ®.. 

Ist B ein beliebiges Band in ®,(W, V), so folgt entweder aus einer entsprechenden 
Bemerkung in Nr. 1. 3 oder aus (4. 2) und (4. 3), daß mit f auch f, ein Element von B ist; 
m.a.W.: Es induziert die direkte ordnungstreue Zerlegung von ®, in S-reguläre und S- 
singuläre Elemente eine direkte ordnungstreue Zerlegung in B, wenn man B als vollständigen 
Vektorverband auffaßt. Insbesondere kann B ein Band sein, welches aus den bezüglich 
eines (im Sinne von [1], S. 103—104) allgemeinen Stetigkeitsbegriffes g stetigen Elementen 
von ®, besteht?). Dies bedeutet: Wenn f g-stetig ist, so sind auch der S-reguläre und der 
S-singuläre Teil und der S-singuläre Teil von f g-stetig. Ist V speziell ein Boolescher 
Unterverband eines Booleschen o-Verbandes V’ und c=® das Nullelement von V, so 
sind für ein bezüglich V’ total-additives fe ©, (W, V) auch der S-reguläre und der S-singuläre 
Teil total-additiv bezüglich V’ (vgl. die Bemerkung am Schluß der Nr. 3. 2). 

Nunmehr wollen wir die S-regulären und S-singulären Elemente von ®,(W, V) auf 
verschiedene Arten kennzeichnen. Hierzu führen wir noch folgende Bezeichnung ein: 
Wir setzen für jedes f€ ®, 

R= RAN) = (Ne): S)., 


wobei (N.(f): $). der in Nr. 2.2 definierte c-Quotient von N,(f) nach $ ist. Nach (2. 1) 
und Satz 2. 21 ist R,(f) ein c als Element enthaltender, gesättigter Unterverband von V. 

Satz 4. 31. Für jede Bewertung f € d.(W, V) sind folgende Aussagen gleichwertig: 

(1) f ist S-regulär. — (2) f(s) = für alles e S. — (3) S< N.(f). — (4) RM =V. 
— (5) f= fr, €. h. f ist R-singulär (R= R.(f)). 

Beweis. (1) — (2). Aus f, =0 folgt, nach dem Korollar zu 4. 13, f(s) =0 für alle 
s € $S. — (2) — (3). Klar, da mit jedem a € $ das Intervall [ca a, c va] eine Teilmenge von 
S ist. — (3) — (4). Aus (2.5) und (2.6) folgt R> (N.(f): N.(f))e=V, also R=V. — 
(4) — (5). Klar, da definitionsgemäß f,=f ist. — (5)-(1). Aus f= f, folgt 
fs = (fr)s = Is. „ mach (4.7). Es ist aber Sr R nach dem Korollar zu 2.21 eine Teil- 
menge von N,(f), d.h. es gilt f(x) = 0 für jedes ze SR. Nach dem Korollar zu 4. 13 
folgt hieraus f;,_z=0, also auch f, =0. 


Satz 4. 32. Jede S-singuläre Bewertung fe ®.(W,V) erfüllt jede der folgenden, unter 
sich gleichwertigen Bedingungen: 

(1) fa =0. — (2) R.(f) =N.tlf).e — (3) Zu jedem ze V mit f(x) +0 existiert ein 
Element x’ € S, für welches f(x’) #0 und entweder e<x Scvxzode ciız <x<c ist. 

Beweis. Jedes S-singuläre f erfüllt (1): Aus /=f; folgt f„=fs_„ nach (4.7); 
wegen Sr R=N(f) ist also f„ =0. — (1) (2). Nach (4. 4) gilt f„(z) = f(x) für jedes 
x € R; wegen f, = 0 ist also f(x) = 0 für jedesxe R. Da Rein c als Element enthaltender, 
gesättigter Unterverband von V ist, bedeutet dies: R< N,(f). Nach (2. 1) gilt aber auch 
N,.(f)<.R, also (2). — (2) — (3). Es sei ze V mit f(x) + 0; dann ist x nicht Element von 
N.(f), also auch nicht von AR. Es gibt somit, mindestens ein se S, für welches entweder 
cev(xzas)oderca (x vs) nicht Element von N,(f) ist. Dies bedeutet: Es existiert zu diesem 
Element s mindestens ein x’ € V, so daß f(x’) # O0 und entweder e <x' Scv(xzas) oder 
cea(zvs) <x Sc ist. Dieses Element x’ besitzt alle verlangten Eigenschaften. — 
(3) — (1). Wir nehmen an, es sei f, #0. Nach dem Korollar zu 4. 13 existiert dann in AR 


®) Vgl. hierzu auch eine später an anderer Stelle erscheinende Ergänzung zu [1]. 








de ‘u he See Teen 


fe De 








Bauer, Reguläre und singuläre Abbildungen eines distributiven Verbandes. 165 


mindestens ein Element x mit f(x) + 0 und zu diesem nach (3) ein x’€ S, für welches 
f(x’) #0 und entweder e <Sxz Scevzxrodercarz Sr sec ist. Wegen ze R folgt z’e R 
aus jeder dieser Doppelungleichungen; es ist also x’ Element des Durchschnitts SR, 
also auch Element von N,(f). Dann muß aber f(x’) =0 sein. — Widerspruch. 


Nach (2. 1) gilt für den gesättigten Unterverband A.(f) von V stets 
NM<SRAM=V. 


Gleichheit von A,(f) und V ist nach Satz 4. 31 kennzeichnend dafür, daß f S-regulär 
ist, also f, = 0 gilt. Der andere Extremfall, in welchem A,(f) und N.(f) zusammenfallen, 
ist nach 4. 32 zwar gleichbedeutend mit f, = 0, kennzeichnet aber im allgemeinen nicht 
die S-singulären Elemente f& ®.. Dies zeigt folgendes 
Beispiel. Es sei e das halboffene Einheitsintervall [0, 1) = {£; Os &<1} auf der Zahlengeraden R. Der 
Verband V bestehe aus der leeren Menge ® und allen Mengen m der Gestalt 
m = [&, Bi) U [&, Ba) U * U [ns Bu), 
wbi0 <a, <ß, << .--<ß,„<s1,n>1.Esist V ein Boolescher Mengenverband mit e als Einheit. Auf dem 
abgeschlossenen Einheitsintervall [0, 1] erklären wir eine reelle Punktfunktion g: 
ce, 13731 
(&) = J 
Om iy+s 4<isı 
Mittels @ definieren wir auf V eine reelle Funktion f: Wir setzen /(8) = 0 und für jede nicht leere Menge m€ V obiger 


Gestalt 
Im) = IE (PB) — via). 


Dann ist f ein Element von ®e(R, V) mit f > 0; f ist sogar total-additiv, da p in [O, 1] linksseitig (von unten) stetig 
ist (vgl. [1], S. 114). Der Wert 0 wird von f nur für die leere Menge @ angenommen, d.h. es ist Ne(f) = {9}. Das 
System S aller Mengen m € V, welche den Punkt % nicht als Element enthalten, ist ein /deal in V (also ein gesättigter 
Unterverband mit als Element). Es gilt Re(f) = Ne(f) :S = {p}, da in V nur die leere Menge die Eigenschaft 
besitzt, mit allen Mengen von S einen leeren Durchschnitt zu haben (vgl. Satz 2. 22). Somit ist zwar Re(f) = Ne(f), 
aber f ist nicht S-singulär; es gilt vielmehr fs(e) = 1 (nach (4. 5)) und f(e) = 3. 

Trotzdem kommt der Bewertung f, eine Sonderstellung innerhalb unserer Theorie 
zu, der wir uns jetzt zuwenden wollen. 


Satz 4.33. Für jedes fe ®,(W, V) ist die Bewertung f„ S-regulär. Für jedes f > 0 
besteht zwischen f„ und dem S-regulären Teil f — f, von f die Relation 


(4. 9) o<shr <sti—h- 


Beweis. Wegen SAR<N.() gilt (fs =fs.r = 0, also ist f„ S-regulär. — 
Es sei nun f > 0 und somit nach (4. 2) auch {— fs 20. Da bei festem f die Abbildung 
g>gm R=R.(f), nach 4.15 eine Projektion von ©, in sich ist, erhalten wir: 
0<(f—f)r sth und — fa =fr —Tsr = Ir, also insgesamt 0 Ss /;, Sf — fs. 

Satz 4. 34. Für jedes Element x aus dem von $S und R,(f) in V erzeugten gesättigten 
Unterverband (S, R) gilt 

(4. 10) f&) = fs(®) + fa(@) 
bei beliebigem fe ®.(W, V). 

Beweis. Wegen (4.3) kann 0.B.d. A. f=> 0 angenommen werden. Wegen der 
Gültigkeit von (3. 1) für f, fs, und f, genügt es ferner, die Gleichung (4. 10) für Elemente 
ze (S$, R) mit x > c oder x Sc zu beweisen; wir behandeln nur den Fallx>c, da für 
x < c duale Überlegungen zum Ziel führen. Zu x€ ($, R) mit x > c existieren nach dem 
Satz von Nr. 2.1 Elemente se S$S und re Rmit cesr<s’vr'. Indem man erforder- 
lichenfalls s’ durch e vs’ und r’ durch c vr’ ersetzt, kann man s’ > cundr’ > c erreichen. 
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Es folgt xz=svrmitess=a1seSundesr=zareR; somit ist ev(ras)=ras 
ein Element von N,(f), also f(ra s)=0. Für f,(xz) ergibt sich mittels (3. 1) 
fs(&) = fs{s) + Fs{r) —Ts(ra ss); 

nach (4.4) ist hierbei f,(s)=f(s) und f,(ras)=f(ras)=0, ferner nach (4.5) 
{s(r) = (W) sup (fe); e <a’ <r,2’eS)=0, weil für jedes ze S mit e<x’<r auch 
x'eSrR gilt und somit z’e N.(f) nach dem Korollar zu 2. 21. Wir erhalten insgesamt 
is(x) = f(s). Nun ist z=s vr auch ein Element des von R und (N,(f): R). in V erzeugten 
gesättigten Unterverbandes, da $ nach (2.3) eine Teilmenge von (N,(f): R). ist. Wir 
können daher im bisherigen Ergebnis 5 durch AR ersetzen bei gleichzeitiger Vertauschung 
der Rollen von s und r; so folgt f„(2) =f(r). Wegen f{ra s)=0 und der Gültigkeit der 
Funktionalgleichung (3. 1) folgt die Behauptung: f(x) = fs) + f{r) — {ra s) =fs(z) + f(x). 

Korollar. Für eine Bewertung fe ®.(W, V) sei der distributive Verband V gleich dem 
von S und R,(f) erzeugten gesättigten Unterverband. Dann ist f,„ der S-reguläre Teil von [, 
d.h. es gilt 

(4. 11) I=lIr + bs 
In diesem Fall ist f genau dann S-singulär, wenn f, = ist. 

Der zweite Teil dieses Korollars bringt eine Ergänzung zu Satz 4. 32. 


4.4. Darstellung des S-singulären Teils einer Bewertung mit Extremwerten auf S. 
Der S-singuläre Teil /, einer Bewertung fe ®,(W, V) nimmt unter geeigneten Zusatz- 
annahmen über f eine sehr einfache Form an, die im folgenden angegeben werden soll. 
Hierzu knüpfen wir wieder an die in Nr. 4.3 eingeführten Bezeichnungen an; die dort 
einleitend formulierten Voraussetzungen (Distributivität von V usw.) sollen bestehen bleiben. 

Definition. Wir sagen, eine Abbildung t von V in W nimmt auf einer Teilmenge Q 
von V Extremwerte an, wenn Elemente q’, q’’ € Q existieren derart, daß t(g’) <t(g) <t(q”) 
für alle ge Q gilt. Es heißt q’ bzw. q’’ Minimal- bzw. Maximalstelle von t in Q und t(gq’) 
bzw. t(q’’) Minimum bzw. Maximum von. t in Q. 

Satz 4.41. Für eine Bewertung fe ®,.(W,V) sind folgende Aussagen gleichwertig: 

(1) Es nehmen f* und f- auf S Extremwerte an. 

(2) Der S-singuläre Teil f, von f ist mit Hilfe zweier nur von f abhängigen Elemente 
s’ <ce und s’ >c darstellbar in der Form 

(4. 12) fs(2)=flea(zvs)) + flev(zas”)), zeV. 

Zusatz. Ist (1) (oder (2)) für fe ®.(W, V) erfüllt, so kann man in (4. 12) das Element 
s’<cbzw.s’> ec als gemeinsame Minimal- bzw. Maximalstelle von f* und f- in 5 wählen. 

Beweis. (1) — (2). Es existieren Elemente s’,s//eS und s_,s’’e S derart, daß 
fr(s,) sfr) SF) und F(s_) Ss f(s) Ss f(sl) für alle se 5 gilt. Wir setzen 
s=s/as_ ac und s’=s/vs”’vc; dann sind s’ und s”’ Elemente von 5 mit 
s’ Se <s”. Wegen f >0 und f- > 0 ist ferner s’ bzw. s’’ eine gemeinsame Minimal- bzw. 
Maximalstelle von f* und f- in $. Wir zeigen, daß für jedes Paar von Elementen s’, s’’€ $ 
mit den zuletzt genannten Eigenschaften die Gleichung 
| fs(@)=f*(ea (zvs’)) + F*(ev(an s'')) 

bei beliebigem x € V erfüllt ist. Wendet man dieses Ergebnis auf die Bewertung — f an, 

so folgt 


fs(&) =f (er (zvs‘)) + Fr(ev(zas”)) für jedes ze V 
und ‚hieraus (4.12) wegen f,=f$ — fs und f=f* — f-. Schließlich ist damit auch 
gleich der Zusatz bewiesen. 
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Zur Abkürzung setzen wir p=f*. Dann liefert die Funktionalgleichung (3. 1) 


p(y)=plyvs”) + plyas”) — p(s”’)=p(yas”) 
für jedes ye S. Für ein Element x > c aus V berechnen wir p,(x) gemäß (4. 5): 
Ps(2) = (W) sup (p(a’); es’ <sax,2’e 8) 
= (W) sup (p( as’); esr <sa,reS$) 
= (W) sup (p(z); ce Sz <Szas’=pl(zas”)); 
das letzte Gleichheitszeichen gilt, weil za s’’ wegen ce <xas’ <s’” ein Element von $ 


ist. Für ein Element x < c aus V zeigt man analog p, (2) = p(xzvs’). Aus (3.1),s’ se <s’ 
und dem distributiven Gesetz folgt dann die gesuchte Gleichung: 
Ps(2) =Pps(ea x) + ps(cvx) 
=p((cax)vs’) + pl(leva)as’) 
=p(era(zvs’)) + plev(zas”)), ze V beliebig. 
(2) — (1). Wir beweisen etwas mehr, nämlich folgenden 
Hilfssatz. Es seien g, he ®.(W, V) Bewertungen, ferner s’ und s’’ Elemente aus S 
müs Se <s”. Für jedes zeV sei 
g(2)=hl(er (evs)) + hlev(zas”)). 
Dann gilt 
g’(z)=ht(en(avs)) +ht(ev(zas‘)) 
und 
g’r(s)=hr(s) Sgt(e) Shtls’)=gtls”’) für jedes zeV. 
Wendet man die letzte Doppelungleichung des Hilfssatzes auf A=f und g=f, 
sowie uf k=—fundg=(—f), = — f, an, so folgt (1) bei Beachtung von (4. 4). 
Beweis des Hilfssatzes. Es sei x >c ein Element aus Vunde=x2,<r, <S-<sn=x 
eine beliebige Einteilung von [c,x]. Dann ist c=y, <y, S'':<Sy=ras”’ mit 
y=x1ı8',v=0(,1,...,n, eine Einteilung von [e,xas’]. Wegen g(y) =h(yas’) 
für yeV mit ce Sy erhalten wir 


EM) sup (8(2) — g(a,-1), 0) = ZW) sup (hy) — hQı-.), 0) 
und hieraus g*(z) < h*’(rxas’) nach (3.5) bis (3. 7). Ist andererseits 
=y Sy S''' Sym=ras” 
eine beliebige Einteilung von [e,zAıs"’], so st c=y,SyS''' Sy=aas’ Ste 
eine Einteilung von [c,x] und es gilt 
EWsup (hy) —h(y,-.),0) — E(W)sup (8(y,) —8(y-1),0) +(W)sup (g(2) —g(zAs”),0); 


wegen ce <y,<s” ist nämlich g(y,) =h(y,), »=0,1,...,n, wegen c<z ferner 
g(z) =g(za s”’). Wie oben erhalten wir h*’(zas'’) Sg*(z); insgesamt folgt also 
g*’(z) =ht(zas’) für jedes >c aus V. Analog ergibt sich g*(x) =h*(rvs’) für jedes 
x Sc aus V und hieraus wegen (3. 1) 
g’r(2)=g*’lear) +g*(eva) 

=ht((ceaa)vs’) +ht((eva)as”) 

=h*t(en(zvs)) +ht(ev(zas”)). 
Wegens’ Sca(zvs) Sc und ce <Scv(zas”) ss’ folgt hieraus noch 

g’(s) =ht(s) Sgt(r) <Sgt(s”’)=htrls”) für jedes zeV. 


Damit ist der Hilfssatz bewiesen. 
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Bemerkungen. (1) Besitzt der distributive Verband V ein Nullelement ® und wählt 
manc=®, so ist S ein Ideal in V und in Satz 4. 41 können die Bedingungen (1) und (2) 
durch die folgenden ersetzt werden: 

(1a) Es nehmen f* und f- auf $ einen Maximalwert an). 


(2a) Der S-singuläre Teil f, von f ist mit Hilfe eines nur von f abhängigen Elementes 
se S darstellbar in der Form 


(4. 12a) Is(2) = fleas), zeV. 

Der Zusatz zu 4. 41 kann wie folgt abgeändert werden: 

Ist (1a) (oder (2a)) erfüllt, so kann man s in (4. 12a) als gemeinsame Maximalstelle 
von f* und f- in S5 wählen. 

(2) Der in (1) behandelte Fall liegt insbesondere dann vor, wenn V ein Boolescher 


Verband ist und wenn man additive Abbildungen f€e®,=9®,(W, V) von V in W be- 
trachtet. Hier gilt noch: 


Es nehmen f* und f- auf $ einen Maximalwert an, wenn [€ ®, auf 5 Extremwerte 
besitzt. 
Beweis. Aus f(s’) < f(s) < f(s’’), se S beliebig, s’, s’’€e S fest, folgt nach (3. 9) 


f*(s) < f*(s’) = fs”) für jedes se S; 
wegen f- = (— f)* ist entsprechend f-(s) < f-(s’) = — f(s’) für jedess € $. Das Element 
Ss =s’ vs’ ist dann gemeinsame Maximalstelle von f* und f- auf S. 

(3) Ist V eim Boolescher o-Verband, $ ein o-Ideal in V und W der vollständige 
Vektorverband R der reellen Zahlen, so sind die gleichwertigen Bedingungen (1a) und 
(2a) von (2) für jedes {€ ®,(R, V), d.h. für jede reelle, relativ beschränkte und auf V 
additive Funktion erfüllt *'). 

Satz 4.42. Für eine Bewertung fe ®,(W,V) sind folgende Aussagen gleichwertig: 

(1) Es ist f S-singulär, f* und f- nehmen auf S Extremwerte an. 

(2) Es existieren Elemente s’,s’e S mit s’ <c<s” derart, daß 

fa) = Fler (zvs’)) + flev(zas‘‘)) 
für alle ze V gilt. 

(3) Es existieren Elemente s',s’eS mit s Se <s” derart, daß f(x) =f(s’) für 
allex Ss’ und f(x) =f(s’’) für alex Zs’ aus V gilt. 

Beweis. (1) — (2). Folgt aus 4. 41. — (2) — (3). Klar. — (3) — (1). Für beliebiges 
zeV folgt aus (3. 1) 

Ma)=faas”) + favs') fs’) flaa ss”) 
wegen z vs’ > s’. Analog beweist man f(x) = f(x vs’) für jedes x€ Y. Hieraus und aus 
(3. 1) folgt 
fta) =flean (evs’)) + flev(za s”)) 
für jedes x € V. Wendet man den Hilfssatz dieser Nr. 4.4aufg=h=fundaug=h=—f 
an, so folgen die für alle se 5 gültigen Ungleichungen 


+8) < F*(s) S Ft(s”) und f-(8) <F-(s) < Fe”). 





10) Das Nullelement von V ist gemeinsame Mimimalstelle von f* und f” auf S. 

ı) Nach C. E. Rickart [8], S. 657; der dort für einen Booleschen o-Mengenverband geführte Beweis läßt sich 
leicht auf den Fall eines beliebigen Booleschen o-Verbandes V übertragen. Vgl. diesbezüglich Haupt- Aumann-Paue [6], 
Nr. 5.2.2. Wendet man das Rickartsche Ergebnis auf das o-Ideal $ = V an, so folgt übrigens, daß die Funktionen 
fe ®e(R,V) auf V global beschränkt sind. 
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Hiernach nehmen f* und f- auf $ Extremwerte an; es ist s’ bzw. s’’ gemeinsame Minimal- 
bzw. Maximalstelle von ft und f- auf $. Nach 4. 41 und dem hierzu gehörigen Zusatz folgt 
fs(@)=f*(en (evs’)) + fr(ev(zas”)), 

fs(@) =fr(en(avs’)) + fr(ev(za s’)) 


bei beliebigem x < V. Es ist also 
fs(2) = Fler (evs’)) + flev(za s”)) 
für jedes ze V und somit f,=f, d.h. f ist S-singulär. 

Bemerkungen. (1) Wenn (1) in 4. 42 erfüllt ist, besitzen /* und f- auf V die gleichen 
Extremwerte wie auf 5. Dies folgt aus dem Hilfssatz dieser Nr. 4. 4, angewandt auf die 
Fälle g=-h=fundg=h=—f. 

(2) Ist c das Nullelement © von V, so vereinfachen sich die Aussagen (1) bis (3) in 
Satz 4. 42 insofern, als dann ® =c=® ist und die s’ betreffenden Aussagen und Forde- 
rungen gestrichen werden können. Der Hinweis auf den in Bemerkung (1) zu 4. 41 be- 
handelten analogen Fall mag hier genügen. 


(3) Ist V ein Boolescher Verband und c =, so ist die Aussage (3) in 4. 42 mit der 
folgenden gleichwertig: Es existiert ein Element s’'€ 5 derart, daß f(x) = ist für alle 
zeV mit aıs’=®. 

4.5. Zusammenhänge mit der Theorie von Hahn-Rosenthal. Aus unserer Zer- 
legungstheorie lassen sich durch Spezialisierung alle wesentlichen Ergebnisse der Hahn- 
Rosenthalschen Theorie in [5], S. 40—43 gewinnen. Wir befinden uns im Hahn-Rosen- 
thalschen Fall, wenn folgende, unter (HR) zusammengefaßte Voraussetzungen erfüllt sind: 

(HR) V = Boolescher o-Verband '?), 

ce = Nullelement ® aus V, 

$ =o-Ideal in V, 

W = vollständiger Vektorverband R der reellen Zahlen, 
f reelle, auf V total-addıtive Fuhktion "?). 


Die über V definierten, reellen, total-additiven Funktionen f brauchen dabei nicht 
als relativ beschränkt vorausgesetzt zu werden, da nach einem Satz von H. Hahn '%) jede 
solehe Funktion auf V ein absolutes Maximum und Minimum annimmt, insbesondere 
also auf V global beschränkt ist. 

Wir erwähnten eben, daß wir durch Spezialisierung der wesentlichen Ergebnisse 
von Hahn-Rosenthal aus unserer Theorie gewinnen können. Genauer gesagt, erhalten wir 
alle Ergebnisse von Hahn-Rosenthal, soweit sie sich auf endliche reelle Funktionen be- 
ziehen. In [5] werden nämlich einige Sätze für total-additive Funktionen bewiesen, 
welche auch die uneigentlichen reellen Zahlen + oo und — oo als Werte annehmen 
können. An entscheidenden Stellen wird aber auch in [5] die Endlichkeit der Funktionen 
gefordert; dort angeführte Beispiele *) zeigen gerade, daß diese Forderung unvermeidbar 
wird, wenn man nicht auf die Eindeutigkeit der Zerlegung in S-regulären und S-singulären 
Teil verzichten will. 

Um die Zusammenhänge zwischen unserer Darstellung und der von Hahn-Rosen- 
thal noch klarer hervortreten zu lassen, sind noch einige Bemerkungen nötig. Bei Hahn- 


12) Genau genommen bedeutet V in [5] stets einen Booleschen o-Mengenverband. 

13) Es wird also nur die im Band ®° der total-additiven Funktionen f € ®s induzierte, direkte ordnungstreue 
Zerlegung in S-regulären und S-singulären Teil untersucht. Vgl. eine diesbezügliche Bemerkung nach dem Zerlegungs- 
satz in Nr. 4.3. 

14) Vgl. Hahn-Rosenthal [5], S. 17; der dort für Boolesche o-Mengenverbände geführte Beweis bleibt auch für 
beliebige Boolesche o-Verbände gültig. Vgl. diesbezüglich auch Haupt-Aumann-Pauc [6], Nr. 5. 2, Satz 4. 

15) Vgl. Hahn-Rosenthal [5], S. 42. 
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Rosenthal ist der S-reguläre Teil der total-additiven Funktion f stets gleich /, im Sinne 
der Bezeichnungen von Nr. 4.3. Unter den relativ schwachen Voraussetzungen der 
Nr. 4.3 konnten wir im Korollar zu Satz 4. 43 nur eine hinreichende Bedingung dafür 
angeben, daß dieser Fall eintritt. Diese Bedingung ist unter den Voraussetzungen (HR) 
erfüllt. Um dies zu zeigen, beweisen wir zunächst zwei Sätze allgemeinerer Natur: 

Hilfssatz. Es seien J und 5 Ideale in einem Booleschen Verband V. Es ist V gleich 
dem von S und dem Idealquotienten R= J: 5 erzeugten Ideal’), wenn in S ein modulo J 
größtes Element s, existiert; das ist ein Element s,€ S, für welches bei beliebigem se S das 
Komplement s — s, zu J gehört. 

Beweis. Nach dem Satz der Nr. 2. 1 genügt es zu zeigen, daß jedes Element x € V 
die Gestalt e=svr mitseS undre R hat. Ist s, ein modulo J größtes Element von S, 
so setzen wirs—= za s,undr=r— s,. Da Sein Ideal ist, gehört s zu S; gemäß Satz 2. 22 
bleibt zu zeigen, daß ra s’e J für jedes s’e S gilt. Dies folgt wegen ras =zıs’ —s, 
und zı s’€S aus der Maximaleigenschaft von s,. 


Satz. Es sei V ein Boolescher Verband und 5 ein Ideal in V;; die additive Abbildung 
fe®,(W, V) nehme auf S Extremwerte an. Dann ist V gleich dem von den Idealen S und 
R,(f) = N,{f): $ erzeugten Ideal'"). 

Beweis. Nach der Bemerkung (2) zu Satz 4. 41 besitzen f* und f- auf $ eine ge- 
meinsame Maximalstelle s,€ S; wegen |f|=f*+ f- ist s, auch Maximalstelle von |/| 
auf S. Gemäß dem vorausgeschickten Hilfssatz genügt es zu zeigen, daß s, modulo N, (f) 
ein größtes Element von $ ist; wegen N,(f)=N,(|f |) (Satz 4. 21) ist dies gleichbedeutend 
mit |f |(s — so) = 0 für jedes se $S. Dies folgt so: Es ist 


le —s)=|f|(svs) — |F | (so); 
wegen |f| > 0 ist diese Differenz einerseits > 0, wegen der ‘laximaleigenschaft von s, 
bezüglich | | andererseits < 0, also ist |f |(s — s,) =. 

Wir kehren jetzt wieder zurück zum Hahn-Rosenthalschen Fall: Unter den Vor- 
aussetzungen (HR) ist 5 ein o-Ideal, also selbst ein Boolescher o-Verband. Die Ver- 
engerung von f auf S ist total-additiv, erfüllt also nach dem Satz von H. Hahn die Vor- 
aussetzungen des Satzes dieser Nr. 4.5; nach dem Korollar zu Satz 4. 34 ist daher für 
jedes f im Sinne von (HR) der S-reguläre Teil gleich f,. Nach der Bemerkung (2) zu 4. 41 
existiert ein Element s,€ S derart, daß f,(x) = (za s,) für alle xe V gilt. Aus 4. 42 und 
der zugehörigen Bemerkung (3) ergibt sich die in Ziff. V der Einleitung als Definition 
verwendete Kennzeichnung der S-singulären Funktionen: Bei Gültigkeit von (HR) ist / 
dann und nur dann S-singulär, wenn ein Element s,€ 5 existiert derart, daß f(x) =0 für 
alle xzeV mit zas,—=® gilt. Aus (HR), 4. 31 und 4. 32 folgt schließlich noch: Es ist f 
dann und nur dann S-regulär bzw. S-singulär, wenn R,(f)=V bzw. R,(f)=N,(f) ist!®). 

16) GJeichbedeutend ist die Aussage: V ist gleich dem von $ und R erzeugten gesättigten Unterverband. In 
einem Verband mit Nullelement sind nämlich die das Nullelement enthaltenden gesättigten Unterverbände identisch 
mit den Idealen (vgl. Nr. 2.1). 

17) Das Beispiel in Nr. 4. 3 lehrt übrigens, daß man auf die Forderung der Existenz von Extremwerten von / 
auf $ im allgemeinen nicht verzichten kann. 

18) Durch diese beiden Gleichungen werden bei Hahn-Rosenthal [5], S. 40, die S-regulären und S-singulären 
total-additiven Funktionen definiert. Nach 4. 31 ist auch in unseier allgemeinen Theorie das Bestehen der Gleichung 
R.(f) = V charakteristisch für die S-regulären Elemente von ®,(W, V). Die so definierten S-regulären Bewertungen 
bilden ein Band in ®,; das zugehörige komplementäre Band ist eindeutig bestimmt. Das Beispiel in Nr. 4. 3 zeigt 
daher jetzt noch folgendes: Will man versuchen, durch die Bedingung R,(f)=N,(f) oder die hiermit gleichwertige 
Aussage fr = 0 die S-singulären Bewertungen zu definieren, so erhält man im neuen Sinne S-singuläre Elemente, die 
im allgemeinen nicht zu dem zum Band der $-regulären Bewertungen komplementären Band gehören. Ein dem unseren 
entsprechender Zerlegungssatz kann daher bei Zugrundelegung dieser Definition für die S-singulären Bewertungen 
aus den in Nr.1.3 dargelegten, verbandsalgebraischen Gründen nicht gelten. 
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4.6. S-reguläre und S-singuläre lineare Abbildungen. Wir bezeichnen mit £ einen 
Vektorverband über dem Skalarenkörper K von W; im übrigen behalten wir die in Nr. 3. 3 
eingeführten Bezeichnungen bei. Dort hatten wir u. a. gezeigt (Satz 3. 34), daß der Raum 
A(W, E) der relativ beschränkten, linearen Abbildungen von E in W ein linearer Unter- 
raum von ®,(W, E) ist. Gesucht wird nun eine Übertragung der in 4. 3 für Bewertungen 
entwickelten Zerlegungstheorie auf lineare Abbildungen; dies soll genauer bedeuten: 
Gesucht wird eine analoge Zerlegungstheorie in A, die auf die Einbettung von A in ®, 
keinen Bezug mehr nimmt. 

Es ist zu erwarten, daß hierbei an die Menge 5, die zunächst nur ein gesättigter 
Unterverband war, zusätzliche Forderungen gestellt werden müssen. Wir setzen voraus, 
daß S ein gesättigter, linearer Unterraum von E ist. Die in 4. 3 ausgesprochenen 
Sätze sind grundsätzlich auf Elemente von A(W, E) anwendbar, da E ein distributiver 
Verband ist. Man beachte, daß im folgenden stets ce = 0 gesetzt wird. 

Für eine lineare Abbildung f€ A bezeichnen wir mit f, zunächst die gemäß 4.1 
gebildete Bewertung aus ®,(W, E). Nach Satz 4. 16 ist /, dann wieder ein Element von A 
und kann ohne Bezugnahme auf ©, definiert werden: Für ein {> 0 aus A ist /, nach 
4.12 das Minimum aller > 0 aus A, für welche h(x) = f(x) bei beliebigem ze $ gilt. 
Für ein beliebiges f € A ist {, = (f*); — (f*)s- Es ergibt sich nun bereits der entscheidende 
Satz: 

Satz 4.61. Für einen gesättigten, linearen Unterraum S von E ist die Abbildung 
f-fs von A(W,E) in sich eine Projektion. Der vollständige Vektorverband A ist direkte 
ordnungstreue Summe des Bandes seiner S-regulären Elemente (das sind die Elemente mit 
fs =0) und des Bandes seiner S-singulären Elemente (das sind die Elemente mit f, = f). 


Der Beweis folgt aus 4. 15, 4. 16 und den Bemerkungen in Nr. 1.3. 


In Satz 4. 23 hatte sich ergeben, daß die Menge N,(f) der totalen Nullteile bezüglich 
c=( einer linearen Abbildung f€ A ein gesättigter, linearer Unterraum von E ist. Dann 
ist aber nach 2.23 auch der Quotient R,(f) = (N,(f): S), ein gesättigter, linearer Unter- 
raum von E. Für jedes fe A gehört damit auch f, zu A. Dies hat zur Folge, daß alle Sätze 
der Nr. 4. 3 auch als Sätze über lineare Abbildungen fe A(W, E) gelesen werden können. 
Insbesondere liefern alle dort angegebenen Kennzeichnungen S-regulärer und S-singulärer 
Bewertungen entsprechende Kennzeichnungen für S-reguläre und S-singuläre lineare 
Abbildungen aus 4!?). 


Bemerkung. Die im Korollar zu Satz 4. 34 formulierte hinreichende Bedingung dafür, daß /, der S-reguläre Teil 
von f ist, kann für den Fall einer linearen Abbildung f€ A(W, E) so ausgesprochen werden: Es ist E der von den 
gesättigten linearen Unterräumen N,(f) und R,(f) erzeugte gesättigte Unterverband. Diese Bedingung ist insbesondere 
dann erfüllt, wenn zu S ein komplementärer linearer Unterraum existiert; das ist nach Nr. 1.3 ein gesättigter linearer 
Unterraum 7 derart, daß E direkte ordnungstreue Summe von $ und T ist. Sind x, und z,, die Komponenten eines 
beliebigen x € E bei dieser Zerlegung, so sind nach Nr. 1. 3 diese Komponenten zueinander disjunkt und es gilt (vgl. 
(1.13b) und (1. 17)) 

inf (27), - m) = sısar =sup((at), (2*)7)- 
Nach dem Satz der Nr. 2.1 ist dann E der von $ und T erzeugte gesättigte Unterverband. Da weiter jedes Element 
von 8 zu jedem Element von T disjunkt ist, gilt 7 = ({0}: $), nach Satz 2. 23, wenn {0} der nur aus dem Nullvektor 0 
bestehende Unterraum von E ist. Es ist daher T eine Teilmenge von R,(f) = (N,(f): $), und die Bedingung von 
Satz 4. 34 erfüllt. Wie im Beweis von 4. 34 zeigt man, daß der S-reguläre,Teil/,, von f gleich /,, ist. Hieraus folgt noch: 
Es ist f dann und nur dann S-regulär, wenn 7 Teilmenge von N,(f) ist. Besitzt schließlich auch N,(f) einen komple- 
mentären linearen Unterraum M in E, so ist die Bedingung 7 < N,(f) gleichwertig mit der folgenden: TA M = {0} ®). 


#) Eine Interpretation der Sätze 4. 41 und 4. 42 für den Fall linearer Funktionale ist gegenstandslos, da f* 
und f- für ein € A(W, E) dann und nur dann Extremwerte auf $ annehmen, wenn f(s) = 0 ist für jedes s € S, d.h. 
wenn f S-regulär ist. Der Beweis dieser Behauptung darf dem Leser überlassen bleiben. 
2) Vgl. zu dieser Bemerkung N. Bourbaki [4], S. 38, Exereice 4. 
22* 
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$5. Zerlegungen von Lebesgueschen Typus. 


5.1. g-stetige und g-rein-unstetige Bewertungen. Im folgenden bezeichnen wir mit 
W wieder einen vollständigen Vektorverband über einem linear geordneten Körper K. Ferner 
bedeute V einen Verband, der zunächst beliebig sein kann, insbesondere also nicht distri- 
butiv zu sein braucht. 

Definition. Eine Bewertung fe ®.(W, V) heißt stetig bzw. rein-unstetig bezüglich 
einer Bewertung ge ®,, kurz g-stetig bzw. g-rein-unstetig, wenn f ein Element des von 
g in ®, erzeugten Bandes [g] bzw. wenn f ein Element des zu [g] komplementären Bandes ist, 
d. h. wenn f und g in ®, disjunkt sind. 

Aus dieser Definition folgt nach Nr. 1. 3 sofort: 


Lebesguescher ?') Zerlegungssatz für Bewertungen. Der vollständige Vektorverband 
D,(W, V) ist für jedes ge ©, direkte ordnungstreue Summe des Bandes seiner g-stetigen und 
des Bandes seiner g-rein-unstetigen Elemente. 

Die Formeln (1. 19) und (1. 20), auf unseren Fall angewendet, besagen: Der ver- 
möge der Lebesgue-Zerlegung eindeutig bestimmte g-stetige Teil einer Bewertung f > 0 
aus ®,(W, V) ist gleich 

(5.1) (©) sup (w;n=1,2,...), wobei = (®,) inf (f,n |g |), n=1,2,...; 
der g-rein-unstetige Teil von f > 0 ist gleich 

5.2) (B)inf(w;n=1,2,..., wobei =(f--n|g]j)},n=1,2,.. 

Hierbei gilt 
(5. 3) Un S Un4ı Und %4, S % für jedes n=1,2,.... 


Formel (1. 13c) besagt: Es ist fe®,(W, V) dann und nur dann g-rein-unstetig, wenn 
(5. 4) Il =trl—I8)*- 


Bei den nun folgenden Kennzeichnungen g-stetiger und z-rein-unstetiger Bewer- 
tungen f€ ®,(W, V) werden wir stets {Z0 und.g=0 voraussetzen. Diese Annahme 
bedeutet keine Beschränkung der Allgemeinheit, weil das von g in ®, erzeugte Band 
gleich dem von |g | in ®, erzeugten Band ist und es sich bei der Lebesgue-Zerlegung um 
eine direkte ordnungstreue Zerlegung von ®, handelt. 

In den beiden nächsten Sätzen empfiehlt sich folgende, abkürzende Schreibweise: 
Wir setzen f(I) = f(b) — fa), wenn fe ®.(W, V) und I = [a,b] ein Intervall in V ist. 
Es gilt f(/) = 0 für jedes Intervall / genau dann, wenn f > 0 ist. 

Satz 5. 11. Es sei W der vollständige Vektorverband R der reellen Zahlen; f und g 
seien Bewertungen aus ®,(W, V) mit {Z0 und g=0. Es ist f dann und nur dann 
g-stelig, wenn zu jedem reellen e> 0 und zu jedem zeV mit <>c oder z<c ein reelles 
ö= Öle,x) > 0 existiert derart, daß aus 


Zgll)<ö stets & f()<e 
v=1 


v1 
folgt, wenn hierbei I, = [x,, y,], v =1,2,...,n, Intervalle in V sind mit 
Ss. <u << <uSz im 21 S, <<< <a Se 
Beweis. Vorbemerkung. Wir benützen die in (5.2) angegebene Darstellung des 


g-rein-unstetigen Teils von f und die dortigen Bezeichnungen. Aus (5. 3) und (3. 8) folgt 
dann: Es ist f dann und nur dann g-stetig, wenn lim v„(x) = 0 ist für jedes ze V. 





21) Eine Rechtfertigung für diese Bezeichnung gaben wir bereits in Ziffer VIIb der Einleitung. 
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Nur dann: f ist g-stetig, also gilt lim o„(x) = 0 für jedes ze V.Zux> caus V und 
jeder reellen Zahl e > 0 existiert dann eine natürliche Zahl m, = my(e, x) mit v„ (2) S2-!e. 


Für jede Einteillunge =, <S2z, S'' <= x gilt also nach (3. 5) bis (3. 7) 
& sup (FA) — myg(1}),0) <2-%, K=la.,2,i=1,2,...,m 
i=1 . 


Setzen wir ö= (2m,)"!e, so hängt ö nur von e und x ab. Ferner seien 
I,= [z, y], v»=1,2,...,n, Teilintervalle von [c, x] mit der in der Behauptung formu- 
lierten Eigenschaft; schließlich gelte noch 


g(I,) sd. 
1 


Da die Elemente x,, y, eine Einteilung von [c, x] definieren, folgt nach dem soeben Fest- 
gestellten 


2 fh) —mı & gl) < 2 sup (I) —ma(l,),0) < 2" 
v1 v1 
und hieraus 
E fi) S2-1e + md =e, 
v=1 


was gezeigt werden sollte. Im Falle x < c schließt man analog. 
Dann: Es genügt zu zeigen, lim vo,(x) = 0 für alle ze V mit 2 >c oder x <c; nach 
Satz 3. 14 folgt dann lim o„(x) = 0 für jedes z€ V. Wir behandeln nur den Fall x > ec; 
für ein x < c schließt man analog. Nach Annahme existiert zu beliebigem &e > 0 und zu 
x ein ö=ö(e, x) mit der in der Behauptung formulierten Eigenschaft; m, sei eine natür- 
liche Zahl > ö-"f(x). Wir zeigen v, (x) < e. Für jede Einteilung t mit 
<g=:7T 


von [c, x] setzen wir 
P,(z,t) = B sup (f(7,) — meg (1,), 0), I, = [»-, #1, =1,2,. 
v—1 


Unter den Intervallen /, seien /,#z=1,2,...,k, diejenigen mit f(I,) —m,g(I,) 0. 
Für v,„, (x) = 0 ist jnichts zu beweisen. Da v,,(x) gleich dem über alle Einteilungen gebil- 
deten Supremum der P,(x, t) ist, können wir o. B.d. A. MASSE, daß P,(x, t) > 0 ist, 
also in der Einteilung t solche Intervalle //, existieren. Wäre nun 5 g(I,)> 6, so würde 


”»=1 


folgen: 
Pola,1)= ZI) —m, 2 gi) < ZI —maS ZI) ID SO, 


be der Annahme ?,(z, t) > 0 widerspricht. Es ist also z g(/,) s ö und damit auch 
& f(I,) se. Wir erhalten 


k k k 
Po(z, t) = 2 II — m 2 sl.) = 2 f(1)) Se; 


nach (3.6) und (3.7) folgt vm, (2) Se und nach (5. 3) hieraus 0 < v,(2) S v„ (2) Se 
für jedes n > m,, also lim v„(x) = 0. 

Satz 5. 12. Unter den Voraussetzungen von Satz 5.11 gilt: Es ist f dann und nur 
dann g-rein unstetig, wenn zu jedem reellen e> O0 und zu jedem zeV mit z>coderx <ce, 
sowie mit f(x) #0 und g(x) #0 eine Einteilung c=x, <x2, <''<m=x von [e, x] 
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bw. =, <2 <''' <m=c von [z, ec] derart existiert, daß die Menge N = {1,2,. 
Vereinigung zweier nicht leeren, fremden Teilmengen N’ und N’ ist mit 

zn) sewmd Zell) se, ,. el... u, v=1,2,..,0. 

veN’ veN” 

Beweis. Vorbemerkung. Da f und (f— g)* Elemente von 9, sind, folgt aus (5. 3) 
und Satz 3. 14: f ist dann und nur dann g-rein-unstetig, wenn f(x) =(f — g)*(x) für jedes 
zeV mit z>c oder r<e gilt. 

Nur dann: Wir behandeln nur den Fall «> e; für x <c führt man den Beweis 
analog. Da f(x) und g(x) ungleich Null, also beide > 0 sind, kann o.B.d.A. 
0 <e < Min (f(x), g(x)) angenommen werden. Aus f(x) = (f — g)*(x) folgt die Existenz 
einer Einteilung ce=x, <xz, <'''<m,=r von [c, x] mit 


fa) —e < Esup (HI) — 8,0), h= 21,9 =1,2...n. 


Es sei N’ bzw. N’ die Menge aller ei, 2,...,n mit f(Z,) —g(/,) <0 bzw. mit 
f(1) — gl) Z 0. Wegen 0 < e < Min (f(«), 2(2)) Sad N’ und N” nicht leer; die beiden 
Mengen sind fremd und ihre Vereinigung ist N. Es gilt 


f)= 2 (I) + ‚=. ft1,) sowie Zsup (I) — g(1),0) = zZ f)— =, sg). 


veN’ v veN 
Hieraus folgt $& /(I,) g(/,) se und damit wegen 20,80 die Behauptung. 
veN' ve < 
Dann: Aus der in (3. 5) bis (3. 7) angegebenen Konstruktion von h* für he ®, folgt, 
daß die Gleichung f(x) = (f — g)*(x) für ze V mit 2 > c oder x < c trivialerweise erfüllt 
ist, wenn entweder f(x) =0 oder g(x)=0 oder f(x) =g(x) =0 ist. Es seien also f(x) 


und g(x) ungleich Null und somit, da wir uns wie bisher auf den Fall x > c beschränken, 
beide > 0. Im Sinne der Behauptung gilt nach Wahl von & > 0 für eine geeignete Ein- 
teilung c= 2, <a, << =z7 


zZ ft!) s2-' und 3 g(l,), s2-!e, 


veN’ veN"” 
wobei /, = [,-, 1, »=1,2,...,n. Es folgt 
0zsz/W)+zgel)=fa) — 2 fl)+ zegll)Se 
veN' veN” »eN” veN” 

und somit 
Da e> 0 beliebig m war, folgt u <s(f— g)*(x). Andererseits ist [—g <s/, 
also ((—g)*<sf und somit (—g)*(x) <f(z). Für > e ist damit die Gleichung 
f(x) = (f — g)*(x) bewiesen. 

Beispiel. Es sei V ein abgeschlossenes Intervall [e, d] auf der Zahlengeraden R mit den Endpunkten c und d. 
Die Punktrenge V ist ein Verband bezüglich der in R erklärten Ordnungsrelation. Der vollständige Vektorverbaud 
®,(R, V) besteht aus allen reellen Funktionen {| V von (im üblichen Sinne) beschränkter Variation mit f(e) = 0%) 
Wählt man für g€®, die reelle Funktion g(z) = 2 — e,xE€V, so folgt aus Satz 5. 11, daß, die g-stetigen Elemente 
von ®, genau die bezüglich des elementaren Inhalts auf R totalstetigen Funktionen aus ®, sind ®). 

5.2. Spezialfall: Reelle additive Funktionen über einem Booieschen Verband. Ist V 

ein Boolescher Verband und ce =® das Nullelement von V, so ergeben sich aus 5. 11 und 
5. 12 die beiden folgenden Sätze: 


2) Vol. H. Bauer [1], S. 109—110. 
2) Vgl. Haupt-Aumann-Paue [6], Nr. 10.2.5. 
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Satz 5. 21. Es seien f und g reelle, auf einem Booleschen Verband V additive, nicht- 
negative Funktionen, d.h. Elemente {Z0 undg=0 von ®,(R,V). Es ist f dann und 
nur dann g-stelig, wenn zu jedem reellen e> 0 und zu jedem xeV eine reelle Zahl 
ö=Öle,x)> 0 existiert derart, daß aus g(y) < Ö stets f(y) < e folgt für jedes Element 
ysrausV. 

Beweis. Nur dann: O.B.d.A. können wir annehmen, daß x nicht das Null- 
element von V ist. Zux> ® und e> 0 bestimmen wir ö=ö(e, x) nach 5. 11. Für ein 
yeV mit ® <y<se und g(y) < 0 folgt aus 5. 11: 


IW=fMy) —-f@)=e. 
Für y = ® ist dies trivialerweise richtig. 

Dann: Zu zeV mit > ® und e > 0 wählen wir ö=Öö(e,r)> 0, so daß f(y) S: 
für alle y<x aus V mit g(y) < ö gilt. Sind dann /,=[z,, y,], vr =1,2,...,n, Inter- 
valle inV mit Oo <n, <y < <'''<yw<Sr, so sind die Elemente z, = y, — r, 
DO fremd in V, d.h. es ist ,a z,=® für » + o, und ihre Vereinigung z < x. Aus 
z g(l,) < 8 folgt daher z (I) <e,da h(z)— & h(L,) ist für jede auf V additive 

v=] 
Funktion h. Nach 5. 11 ist she f g-stetig. 


Satz 5. 22. Unter den Voraussetzungen des Satzes 5. 21 gilt: Es ıst [ dann und nur 
dann g-rein-unstetig, wenn zu jedem zeV und zu jedem reellen e> 0 ein Element 
—=yl(e,x) Sxin V existiert, für welches gleichzeitig g(y) S e und f(x — y) < e gilt. 
Der Beweis dieses Satzes folgt entweder aus 5. 12 oder unmittelbar aus Formel 
(3. 10). 


Bemerkung. Besitzt der Boolesche Verband V eine Einheit e, so gilt unter den 
Voraussetzungen von 5. 21: f ist dann und nur dann g-stetig, wenn zu jedem e > ein 
ö(e) > 0 existiert derart, daß aus g(x) < ö(e) stets f(x) <S e e folgt für jedes zeV. — f ist 
dann und nur dann g-rein-unstetig, wenn zu beliebigem e > 0 ein Element z=x(e)E V 
existiert mit g(x) Se und fle— x) <S e**). 

Der folgende Satz hat mehr den Charakter eines Hilfssatzes; er wird sich aber in 
Nr.5.4 als nützlich erweisen. 


Satz 5. 23. Unter den Voraussetzungen des Satzes 5. 21 läßt sich der g-rein-unstetige 
Teil u von f wie folgt darstellen: 


(5. 5) u(z) = inf (u(z, n); „> 0), zeV, 
wenn für jedes x€ V und jede reelle Zahl n > 0 
(5. 6) u(z, n) = sup (y);y=<r,g(y) Sn) 


gesetzt wird®). 
Beweis. Aus (5. 2) und (3. 8) ergibt sich folgende Darstellung von u: 


u(x) = lim 2,(2) mit v.(2) = sup (My) -nely);y<r),n=1,2,.... 


2) Unter den der Bemerkung zugrunde liegenden Versnastzungen wurde der Zerlegungssatz von Nr. 5.1 
ebenfalls auf verbandsalgebraischem Wege von 5. Bochner und R. 5. Phillips [3] bewiesen. Vgl. Ziffer IV der Ein- 
leitung. Vgl. ferner Fußnote). 

25) Aus der Bemerkung zu Satz 5. 22 folgt ein Zerlegungssatz für Intervallfunktionen von Chr. Pauc, Contribu- 
tions & une theorie de la differentiation de fonetions d’intervalle sans hypoth’se de Vitali, C. R. Acad. Sei. Paris 
286 (1953), S. 1937—1939. Es wird dort angedeutet, daß der als „singulär im Sinne von Saks‘‘ bezeichnete Teil der 
Intervallfunktion in Analogie zu dem in 5. 23 angegebenen Verfahren konstruiert wird. Ein Beweis des Zerlegungs- 
satzes von Herrn Paue findet sich in Haupt-Aumann-Paue [6], Nr. 10.2.8. 
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Ist ö eine positive reelle Zahl, so gilt 


fy) —ne(y) zZ fy) —5 bzw. fly) —ngly) < fly) — 
für alle y<szx aus V mit g(y) Sn-!ö bzw. g(y)> n-!ö,n=1,2,.... Hieraus folgt 


d(2) = sup (f(y) —ng(y); yza,gly) Sn"); 
mithin ist o.(z) S u(z, n-1ö) < v„(x) + 0. Läßt man ö eine Nullfolge ö, positiver reeller 
Zahlen durchlaufen, so folgt aus dieser Doppelungleichung die Behauptung, wenn man 
noch inf (u(z, n);n> 0) =lim u(z, n) beachtet. 


5.3. Spezialfall: Lineare Abbildungen eines Vektorverbandes in einen vollständigen 
Vektorverband. Nunmehr sei V = E ein Vektorverband über dem gleichen Körper K wie ein 
vollständiger Vektorverband W. 

Die Meuge A(W, E) der relativ beschränkten linearen Abbildungen von E in W 
ist nach Satz 3. 34 ein linearer Unterraum des vollständigen Vektorverbandes ®,(W, E). 
Sind also f und g Elemente von A, so ist f in ®, eindeutig zerlegbar in einen g-stetigen 
und einen g-rein-unstetigen Teil. Der folgende Satz besagt, daß mit / und g auch die zu- 
nächst in ®, gebildeten Zerlegungsteile wieder Elemente von A sind; er gibt an, wie man 
diese Zerlegungsteile in A ohne Zuhilfenahme des Einbettungsraumes ®, gewinnen kann. 
Diese Lebesgue-Zerlegung in A hat den gleichen algebraischen Charakter wie die Lebesgue- 
Zerlegung in ®,. 


Satz 5. 31. Für Elemente f und g von A(W, E) gehört auch der in ®,(W, E) gebildete 
g-stetige und g-rein-unstetige Teil von f zu A. Es ist f dann und nur dann g-stetig bzw. g-rein- 
unstetig, wenn f zu dem von g in A erzeugten Band gehört bzw. wenn f und g in A disjunkt 
sind. 

Beweis. Für den g-stetigen Teil s(f) von f gilt im Falle f > 0 gemäß (5. 1) 


s(f) = (®,) sup (m; n—=1,2,...) mit w|= (®,) inf (,n |g )‚,n=1,2,.... 


Bei beliebigem fe A gilt s(f) =s(f*) —s(f-). Hieraus und aus 3.34, insbesondere 
Beh. (3), folgt, daß mit f und g auch s(f) ein Element von A ist. Folglich ist f€ A dann 
und nur dann g-stetig, wenn f zum mengentheoretischen Durchschnitt von A mit dem 
von ge A in ®, erzeugten Band gehört. Dieser Durchschnitt ist nach einer Bemerkung 
am Schluß der Nr. 1.2 das von g in A erzeugte Band. Da A nach 3. 34 ein eigentlicher 
linearer Unterraum von ®, ist, sind zwei Elemente von A dann und nur dann disjunkt 
in A, wenn sie esin ®, sind. Hieraus ergibt sich die behauptete Kennzeichnung der g-rein- 
unstetigen Elemente von 4. 


Korollar (Lebesguescher Zerlegungssatz für lineare Abbildungen) °*). 

Der vollständige Vektorverband A(W,E) ist für jedes ge A direkte ordnungstreue 
Summe des Bandes seiner g-stetigen und des Bandes seiner g-rein-unstetigen Elemente. 

Die folgenden drei Sätze beweist man beinahe wortwörtlich genau so wie die ent- 
sprechenden Sätze 5. 21 bis 5. 23°). 

Satz 5. 32. Es sei E ein Vektorverband über dem Körper der reellen Zahlen; f und g 
seien reelle, lineare Funktionale®) über Emit fZ0undg 0. Es ist f dann und nur dann 
g-stetig, wenn zu jedem reellen e> 0 und zu jedem x >0 aus E eine reelle Zahl 
ö=Öö(e, x) > 0 existiert, für welche aus O0 <y<x,yeE, und g(y) < ö stets f(y) < e folgt. 


2%) Dieser Satz, zusammen mit den in 5. 31 bis 5. 33 gegebenen Kennzeichnungen g-stetiger und g-rein-unstetiger 
linearer Abbildungen, wurde im reellen Fall zuerst von F. Rieß [9] bewiesen. 

?”) Beweise für 5. 32 und 5. 33 auch bei N. Bourbaki [4], S. 36—37. 

28) Ist W der vollständige Vektorverband R der reellen Zahlen und E ein Vektorverband über KR, so nennt man 
eine lineare Abbildung von E in R auch ein reelles, lineares Funktional über E. 
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Satz 5. 33. Unter den Voraussetzungen des Satzes 5. 32 gült: Es ist f dann und nur 
dann g-rein-unstetig, wenn zu jedem reellen e > 0 und zu jedem x = 0 aus E ein Ele- 
ment y=y(e,x) aus E mit 0 <Sy<x sowie mi g(y) Se und f(x —y) Se existiert. 


Satz 5. 34. Unter den Voraussetzungen von Satz 5. 32 läßt sich der g-rein-unstetige 
Teil u von f wie folgt darstellen: Setzt man 


(5. 7) u(x, 7) = sup ((y);0 <y<a,g(y) Sn) 
für jedes x 0 aus E und jedes reelle n > 0, so ist 
(5. 8) u(x) = inf (u(x, n); n> 0) für jedes x =0 aus E. 


5.4. Vergleich der Zerlegung in g-stetigen und g-rein-unstetigen Teil mit der Zer- 
legung in N,(g)-regulären und N,(g)-singulären Teil. Zunächst liege der in $4 betrach- 
tete allgemeine Fall vor: Es sei also V ein distributiver Verband, c ein Element aus V 
und W ein vollständiger Vektorverband über einem linear geordneten Körper K. 

Weiter sei g ein Element aus ®,(W, V), welches wir als fest vorgegeben betrachten; 
N = N.(g) bezeichne den gesättigten Unterverband aller c-totalen Nullteile von g. Dann 
ist ®, nach dem Zerlegungssatz der Nr. 4. 3 direkte ordnungstreue Summe seiner N- 
regulären und N-singulären Elemente. Zwischen dieser Zerlegung und der Lebesgueschen 
in g-stetigen und g-rein-unstetigen Teil besteht folgender Zusammenhang: 


Satz 5.41. Jedes g-stetige Element von ®,(W, V) ist auch N-regulär. Jedes N-sin- 
guläre Element von ®, ist g-rein-unstetig. Für eine Bewertung f Z 0 aus ®, ist der g-stetige 
Teils <f— f, und der g-rein-unstetige Teiluzf,müu N =N ,(g). 

Beweis. Die Bewertung g ist N-regulär nach 4. 31. Es ist also g ein Element des 
Bandes aller N-regulären Elemente von ®, und damit das von g in ®, erzeugte Band [g] 
eine Teilmenge des Bandes der N-regulären Elemente. Das Band [g] besteht aber aus 
allen g-stetigen Elementen von ®,. Das zu [g] komplementäre Band der g-rein-unstetigen 
Elemente enthält dann das Band der N-singulären Elemente als Teilmenge. — Ist f > 0 
ein Element von ®,, so ist f— f, der N-reguläre und f, der N-singuläre Teil von f; f, ist 
dann auch g-rein-unstetig. Bezeichnen wir mit s’ den g-stetigen und mit u’ den g-rein- 
unstetigen Teil von f — f,, so ist u’ + f, g-rein-unstetig; ferner folgt s’ > O0 und v +f, 20 
aus /, Z0undf—fy 20. Demnach ist s = s’ der g-stetige und u = u’ + f„ der g-rein- 
unstetige Teil von f. Hieraus folgt der Rest der Behauptung. 

Das folgende Beispiel zeigt, daß im allgemeinen die beiden Zerlegungen nicht zu- 
sammenfallen: 

Beispiel. Wie im Beispiel der Nr. 4. 3 sei e das halboffene Einheitsintervall [0, 1) auf der Zahlengeraden X. Der 
Verband V sei ein Boolescher Mengenverband bestehend aus der leeren Menge @ und allen Mengen m der Gestalt 

m = [%,, Pı) U [&%, Ba) U» V [&n, Pn) 
mt0o<suy <<, <---<ß,<s1,n21. Die Einheit von V ist e. Auf dem abgeschlossenen Einheitsinter- 
vall [0, 1] definieren wir reelle Punktfunktionen und % wie folgt: 
0,0SES}; 

MO= 1yj<esı; 

ve) = &, 8E [0,1]. 
Setzen wir dann f(®) = 'g(o) = () und für jede Menge m € V obiger Gestalt 

Im) = & (PtBO— ptay) baw. gm) = 3 (wiß) — via) 

so sind f und g Elemente aus Ös(R, V), d.h. nicht-negative, reelle, auf V additive Funktionen. f und g sind auf V 
sogar total-additiv, da g und y in [0, 1] linksseitig (von unten) stetig sind (vgl. [1], S. 114). Weiter ist die Funktion f 
g-rein-unstetig; nach der Bemerkung zu 5. 22 genügt es nämlich, zu jedem reellen e > 0 eine Menge y€ V anzugeben 
mit f(y) < e und g(ee—y)< e. Diese Eigenschaft besitzt aber die Menge y = [0,3) v[3 + e,1). Die Funktion f 
ist aber nicht N-singulär, sondern vielmehr N-regulär: Es besteht nämlich Na = N(g) nur aus der leeren Menge 9, 
also ist {vr =. 
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In zwei Fällen, wenn nämlich 

(1) V ein Boolescher o-Verband, W der vollständige Vektorverband R der reellen 
Zahlen und die additiven Funktionen f, ge ®,(R, V) auf V total-additiv sind, 

oder wenn 

(2) V ein o-vollständiger Vektorverband über dem Körper der reellen Zahlen, W der 
vollständige Vektorverband R der reellen Zahlen und f und g stetige, lineare Funktionale 
aus A(R, V) sind, 

führen beide Zerlegungsarten zu den gleichen Zerlegungsteilen. Dies wird bereits 
durch die Formeln (5.5) und (5. 6) bzw. (5. 7) und (5. 8) nahegelegt. 

Satz 5. 422°). /m vollständigen Vektorverband ®’ = ®’(R,V) aller über einem Boole- 
schen o-Verband V total-additiven, reellen Funktionen ist für jedes ge ©’ die direkte ord- 
nungstreue Zerlegung von ®’ in das Band der g-stetigen und das Band der g-rein-unstetigen 
Elemente identisch mit der direkten ordnungstreuen Zerlegung von ®’ in das Band der 
N-regulären und das der N-singulären Elemente (N = N, (g))”). 

Beweis®!). Wir zeigen, daß für jedes fe ©” der g-rein-unstetige Teil u von f gleich 
fx ist; dabei können wir 0.B.d. A. f>0 und g> 0 annehmen. Nach 5.41 ist /, Su; 
es verbleibt also, die Ungleichurg u(z) < f(x) für jedes z€ V zu beweisen. Nach (5. 5) 
und (5. 6) ist aber 


u(z) =inf (u(z,n);n> 0) mit u(z, n)=sup (y);y<a,gly) <n). 
Ferner gilt nach (4.5) (Satz 4. 13) 
/x(@) = sup (fy);y Sa,gy)=0),xeV. 


Für jede natürliche Zahl n und jede positive Zahl e, existiert ein Element y, Ss x aus V 
mit g(y.) S 2" und u(z) S u(z, &) S f(y) + &&. Da V ein Boolescher o-Verband ist, 


existieren die Elemente y, = V Y„n=1,2,...undy= A Yu; es gilt y<sy,,, SY, St%, 
ven n=1 
für jeden = 1,2,.... Aus der Total-Additivität von g folgt 


eW.) <S Ze.) 2, n=1,2...., 


und hieraus weiter g(y) = lim g(y,) = 0%). Also ist f(y) < fy(z). Schließlich folgt aus 
y. Sy, 
u(2) S/y) +tas/y) tm, n=1,2,..., 


und aus der Total-Additivität von f die Gleichung 


f(y) = lim f(y,). 
Wählt man für die Folge der e, speziell eine Nullfolge, so hat dies u(z) < f(y) und damit 
die gesuchte Ungleichung u(z) < f,(x) zur Folge. 
Der zweite angekündigte Satz lautet: 


Satz 5.43. Es sei E ein o-vollständiger Vektorverband über dem Körper der reellen 
Zahlen. Im vollständigen Vektorverband A’= A’(R,E) aller reellen, stetigen, linearen 


2) Es handelt sich i. w. um den Nachweis, daß beim klassischen Lebesgueschen Zerlegungssatz die Zerlegungs- 
teile auf zwei äquivalente Arten charakterisiert werden können (vgl. Einl., Ziff. I, A und B). 

) Nach einer Anmerkung am Schluß der Nr. 3. 2 und nach dem in Nr. 4. 5 zitierten Satz von H. Hahn ist ©° 
das Band aller total-additiven Funktionen aus ®s(R, V), also ein vollständiger Vektorverband. Jede direkte ordnungs- 
treue Zerlegung von ®s induziert eine ebensolche in ©°. Vgl. diesbez. eine Bemerkung in Nr. 1.3. 

1) Der Vollständigkeit halber beweisen wir hier diesen an und für sich bekannten Satz, zumal der Beweis- 
gedanke auch beim Beweis von 5.43 benötigt wird. 

2) Es handelt sich um eine Anwendung des „‚absteigenden Limessatzes‘‘; vgl. Haupt- Aumann- Pauc [6], Nr. 5. 2. 
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Funktionale über E®®) ist für jedes Funktionul ge A” die direkte ordnungstreue Zerlegung 
von A” in g-stetige und g-rein-unstetige Elemente identisch mit der direkten ordnungstreuen 
Zerlegung in N-reguläre und N-singuläre Elemente (N = N,(g)). 

Beweis. Es sei u der g-rein-unstetige Teil eines Funktionals fe A”; dann soll u = [, 
gezeigt werden. Hierzu kann 0.B.d. A.f> 0 und g > 0 angenommen werden; es genügt 
ferner die Gleichung u(z) = f,(x) für jedes x > 0 aus E zu beweisen. Dies kann genau so 
geschehen wie im Beweis von 5. 42; man hat nur von den Formeln (5. 7), (5. 8) auszu- 
gehen, welche den dort verwendeten Formeln (5.5) und (5. 6) entsprechen. 
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3) Ein über E definiertes, reelles, sietiges, lineares Funktional ist stets auch relativ beschränkt. Vgl. H. Nakano 
'7], S. 254. Nach der Bemerkung am Schluß der Nr. 3. 3 ist dann A” das Band aller in E stetigen Funktionale aus 
A(R, E), also für sich betrachtet ein vollständiger Vektorverband. 

*) Nr. des Bandes und Erscheinungsjahr dieser Arbeit wurden in [1] versehentlich falsch zitiert. 


Eingegangen 6. Dezember 1953. 








Über einen neuen Typ von Differentialgleichung und eine 


neue Methode zur Integration der linearen, quadratischen 
und kubischen Differentialgleichung. 


Von Wolfram Fragner in Burghausen. 





Wir betrachten die Differentialgleichung 


A) y=la) + g(@a) ee”. 
Die Funktionen f(x) und g(x) seien integrierbar, d. h. ihre Integrale seien entweder durch 
Quadraturen oder durch Reihenentwicklung zu gewinnen. Die Zahl c kann positiv und 
negativ sein. Dann führen wir die Transformation 


(2) y—[f(a) de = u 
durch. Mit ihr wird aus (1): 
(3) u’ er g(x) et o-efnddz 


Diese Differentialgleichung läßt sich leicht durch Trennung der Veränderlichen 
integrieren und liefert: 


- e" = [ g(e) e-eftadzgz + const 


oder mit Hilfe von (2) 
etw Staa — efg(a) eIdzdr + const. 


Leicht integrierbare Beispiele ergeben sich, wenn g(x) eine ganze Funktion ist und 
das Integral von f(x) durch einen natürlichen Logarithmus darstellbar ist, z. B. 


’ c j [27 1 nd —_ 
y=—+ae” und y=tanz +sinz e”. 
x 


Mit Hilfe der Transformation ev — S oder 


1 


(4) Er In z 
geht (1) über in 
5): 2 = c(zf(z) + g(e)). 


Das ist aber eine gewöhnliche lineare Differentialgleichung. Umgekehrt läßt sich 
jede gewöhnliche lineare Differentialgleichung von der Form 

(6) y' = yf(a) + g(@) 
durch die Transformation 


(7) y=e 
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in die Form 
(8) v’ = f(x) + g(a) e”” 
bringen. Das ist wieder eine Differentialgleichung von der Form (1) und diese läßt sich, 


wie wir gesehen haben, durch Trennung der Veränderlichen integrieren. Faßt man die 
Transformationen (2) und (7) in eine zusammen, nämlich: 


(9) yet jnna, 
so kommt man gleich auf die Endgleichung (3), wenn man dort c= 1 setzt. 
Auch die Differentialgleichung von Bernoulli 
y=fa)y +sla)y", 
aus der für n = 0 die lineare und für n = 2 eine Ricattische entsteht, geht durch (7) bzw. 


(9) in (1) bzw. (3) über, wenn man n — 1 = — c setzt. 
Beispiele: y =2y+xYy, 
Y- 65 +a-Db- Dr. 
Nun betrachten wir die quadratische Differentialgleichung 
(10) y' = e(a) + f@)y + gl) y’. 
Von ihr sei y, = y,(z) ein partikuläres Integral, so daß 
(11) yı = e(2) + fa) yı + 8(@) yı 
gilt. Dann setzen wir die Transformation 
(12) y-yHtre 


an. Sie formt (10) um in 
(13) yı +ez'=e(r) + fa) yı + Fa) ee + g(a) yı+ 2g(a) yıe! + la) e*. 
Zieht man von (13) die Gleichung (11) ab und dividiert durch e, so erhält man 
2 = f(2) + 2g(2) yıla) + g(@) e®. 
Das ist aber wieder eine Differentialgleichung von der Form (1). Eine einheitliche 
Transformation führt also die lineare Differentialgleichung, die Bernoullische und die 
Ricattische auf die Form (1). 


Nun betrachten wir einen Sonderfall der kubischen Differentialgleichung. Wir 
setzen an: 


(14) y' = a(z)y + b(x)y? + c(a) y. 
Mit Hilfe von - 
(15) y=e 
geht (14) nach Division durch e über in 
(16) 2’ =a(z) + b(x) e& + c(x) e*. 


Die Transformation (2) liefert, wenn man sich dort y durch z und f(x) durch a(x) ersetzt 
denkt, 
u"= b(x) ert faz)dz ar c(x) e u + [atz)dz) 
oder 
(1) w’ = f(z) e* + g(a) 
mit 
(18) f(a) = bia) el"@, g(x) = c(a) efun«, 
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Für den Sonderfall 
(19) f@)= Ag(a) 
erhält man von (17) leicht eine Lösung. Es muß dann 
b(z) ce’) 


(20) bie) = Acle) el“ oder ale) =) — (m) 





sein. Nun ersetzen wir e“ in (17) durch 
(21) my. 
Dann wird mit (19) 


= g(z) (Av + v?) 


UV 


oder durch Trennung der Veränderlichen: 


dv 
f ICE j IR 


Durch Partialbruchzerlegung erhält man auf der linken Seite: 


1 A 1 1 
Fr (3- ut Ag) ver = [ste ar. 


Nach Integration und leichter Zusammenfassung ergibt sich 
1 Bi. A f 
Mit (21) und (2) folgt weiter: 
In (4 + Aefetmdr-2) _ jefands-: — A2fg(a) de, 
schließlich mit (15) und (20) in Verbindung mit (18): 


b(a)| dia) _ (ba) 
Ar An -[2 dx + const. 





(22) In!i + 








Beispiel: y’ = x + 2(2 —a)y? +(2r — a) y®. 


Nun betrachten wir die allgemeine kubische Differentialgleichung von der Form 


(23) y'=e(a) +fla)y +) y? + ha) y®. 
Sie habe ein partikuläres Integral y, = y,(z), so daß 
(24) yı = e(2) + fa)yı +8) yı + ha) yı 


ist. Nun führen wir wieder die Transformation (12) durch und erhalten aus (23), wenn 
wir gleichzeitig (24) abziehen und durch e dividieren: s 
2 = f(z) + 2g(2)yı + 3hla)yı + lgla) + 3hlz) yıle! + hia) et. 
Diese Gleichung ist von der Form (16) und hat eine Lösung, wenn die Bedingung 
(20) erfüllt ist, d.h. wenn 
aha)? = EI) + Ihe) yı + Ihla)yı _ he) 
fx) + 2g(2) yı + 3hla)yı = e(e) + 3h(z) yı h(x) 


ist. Die Lösung ergibt sich dann aus (22). 





Eingegangen 20. Februar 1954. 




















Zur Kennzeichnung der Systeme der Kreise 
und der Kegelschnitte. 


Von A.van Heemert in Apeldoorn. 


Vor kurzem sind in dieser Zeitschrift Kennzeichnungen gegeben worden für 
I. dasSystem aller Kreise der euklidischen Ebene mit nichtverschwindendem Radius!), 
Il. das System aller nichtzerfallenden Kegelschnitte der projektiven Ebene?). 


In dieser Arbeit wird gezeigt, daß die Beweise erheblich gekürzt und die Resultate 
verallgemeinert werden können?). 


Bezeichnungen. 
Es: euklidische Ebene; sie wird als Körper der komplexen Zahlen aufgefaßt, und 
die Punkte werden entsprechend bezeichnet. 
II;: die projektive Ebene. 
C.: der Kreis |z| =r,r >, in E.. 
M,: M „C, für irgendeine Punktmenge M < E,. 
&(i =1,2,3): die dritten Einheitswurzeln®). 
»;(i =1,2,...,5): die fünften Einheitswurzeln. 
AN\DB: die Menge der Punkte p, für diepe A,pe B. 
o: “die leere Menge. 
Ir: die Menge der ze E, mit |z| sr. 
A,: die Menge der ze E, mit |z| 2 r. 
n,v: Durchschnitts- bzw. Vereinigungsbildung. 
S2 =2S: die Menge bestehend aus allen zz’ 


z+S =S + z: die Menge bestehend aus allen z + z’ sesch. 
Unter einem Jordanbogen, oder kurz Bogen, verstehen wir hier das topologische 
Bild einer der folgenden Mengen reeller Zahlen: 


10 sısıiı 
2) 0 <z si 
3))0<zr<I1 


Wir geben nötigenfalls an, was gemeint ist. 


2) W. Buckel, Eine Kennzeichnung des Systems aller Kreise mit nicht verschwindendem Radius. Journal f. d. 
r.u.a. Math. 191 (1953), 13—80. 

2) W. Buckel, Eine Kennzeichnung des Systems aller nicht zerfallenden Kegelschnitte der projektiven Ebene. 
Journal f.d.r.u.a. Math. 191 (1953), 165—179. 

3) Für kritische Bemerkungen bin ich Herrn Prof. Freudenthal zu großem Dank verpflichtet. 

4) Wenn Indizes auftreten, die explizit eine der Zahlen 1,..., 5 sind, so hat dies mit der soeben eingeführten 
Bezeichnung nichts zu tun! 
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I. 


I. 1. Es sei in E, ein System © von Punktmengen (weiter als Figuren bezeichnet) 
gegeben mit folgenden Eigenschaften: 


a) © enthält wenigstens zwei Figuren, 

b) Jede Figur enthält wenigstens zwei Punkte, 

c) Jede Figur ist ein Semikontinuum, 

d) Zu je drei verschiedenen Punkten von E, gibt es genau eine Figur, die diese 
Punkte enthält, 

e) © ist invariant gegenüber den Bewegungstransformationen von E, in sich. 


Satz 1. Durch a), b), c), d) und e) ist das System aller Kreise von E, mit nicht verschwin- 
dendem Radius (einschließlich der Geraden) charakterisiert. 
Bemerkung 1. c) ist allgemeiner als die Buckelsche Annahme des Bogenzusammen- 
hangs der Figuren. 
Bemerkung 2. Der Satz bleibt richtig, wenn man c) ersetzt durch 
c’) Jede Figur ist zusammenhängend und lokalkompakt. 
I. 2. Wir betrachten zuerst die Figur Se © die durch die Punkte e, = ae;, a reell 
positiv, geht. Man beweist leicht folgende Tatsachen: 
1) aS+2€6 für |«| =1, z beliebig (vgl. e)). 
2) uS=S (vgl. d)). 
3) Ista$s=BßS=S,|a|=|P| =1, so ist aß =Sunda-!S=$. 
4) Die Zahlen a,|x | =1, für die x$ = S, bilden eine Untergruppe A der Multi- 
plikationsgruppe Z aller Zahlen z,|z| =1. 
\sc A: =1,23. 
) As aSrnßSH+to,|a|=|P| =1, folgt aß-!e A und aS = BS. 
) Wenn S, + 0 so ist S, homöomorph A. 
8) Wenn A =# Z, so gilt, daß 5, entweder leer ist oder aber keine zusammenhän- 
gende Teilmenge enthält, insbesondere also nulldimensional ist. 
9) Wenn A unendlich ist, so ist A dicht in Z und somit S, entweder leer oder dicht 
auf (C.,. 
10) Für ze $ gilt Az = $,,, wenn |z2| #0. 
Hieraus folgt, daß die Mengen 5, entweder leer oder aber untereinander ähnlich sind. 
Wir werden im folgenden drei Fälle unterscheiden je nachdem 


A=Z, 
A =+ Z, A unendlich, 
A+Z,A endlich 


5 
6 
7 


ist und werden zeigen, daß die letzten beiden Fälle zu einem Widerspruch führen. 

Il. 3. Zuerst nehmen wir an, daß A = Z. Dann folgt aus 1.2, daß $S,=(C.. In 
diesem Falle ist $ = C,. Sonst wäre nämlich für ein z, |z| + a auch C,,,<S oder 0«€ S. 
In beiden Fällen kommt man dann leicht zu einem Widerspruch mit den Annahmen aus 
I:1. In I. 4 bis I. 9 wird durchweg angenommen ‘werden, daß A + Z. Wenn daraus ein 
Widerspruch hergeleitet ist, so ist damit dann der Beweis erbracht, daß $S = C,. Somit 
enthält © wegen e) jeden Kreis aus E, (a war beliebig!). 

Der Beweis von Satz I ist dann leicht zu beendigen. Sei nämlich S, eine beliebige 
Figur von ©. $, enthält wegen b) und c) wenigstens drei Punkte. Gibt es auf S, drei 
Punkte, die nicht auf einer Geraden liegen, so betrachtet man den Kreis C, der sie ent- 
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hält. Dann ist Ce © und C hat mit $, wenigstens drei Punkte gemeinsam. D.h. C = $, 
wegen d). Gibt es auf 5, nur Punkte, die auf einer Geraden Z liegen, so folgt aus c), daß 
5, eine Strecke von ZL enthält und dann aus e), daß 5, = L. (Wäre dem nicht so, dann 
könnte man durch Verschieben von S, auf L eine Figur erhalten, die mit $, wenigstens 
drei Punkte gemein hätte, ohne mit S, identisch zu sein.) 

I. 4. Hilfssatz. Es sei K ein Kontinuum, U<Koffen, U£o,U+K,F=UxU. 
Wenn F nicht zusammenhängend ist und F = F' u F’ eine Zerlegung von F in zwei abge- 
schlossene disjunkte echte Teilmengen, so gibt es wenigstens eine Komponente K, von U oder 
K\NU so, daß 

KınFf' #0o+K,nF". 

Beweis. Wenigstens eine der Mengen U oder K\U ist zusammenhängend zwischen 

F' und F’”, d.h. es gibt keine Zerlegungen 

U= PvP" und K\U= (Qu 0" 
in abgeschlossene, disjunkte echte Teilmengen von U bzw. K\U so, daß 

PR, Eco, >. 
Sonst wäre nämlich 

K — (P’ ww Q') Vu (P' W Q”) 

eine derartige Zerlegung des Kontinuums K. Nehmen wir U zusammenhängend zwischen 
F' und F’ an! Es ist bekannt°), daß es dann eine Komponente X, von U gibt, für die 
KınFf #&0o+K,nF. 

I. 5. Hilfssatz. Es seien I,< E, der Vollkreis mit dem Rand C,, K,K,< I, zwei 
Kontinua und p, € Kı n CP» g€ K,nC, zwei Punktepaare, die auf C, voneinander 
getrennt liegen. Dann gt Kk,nK,+o. 

Beweis. Wir dürfen annehmen p,, 9ı & Ka, Pa, 9a & K,, denn sonst wären wir schon 
fertig. Wir verbinden dann p, und g, erstens durch die Sehne J’ und weiter durch einen 
Kreisbogen J’”, der mit /, nur p, und g, gemeinsam hat und außerdem so beschaffen ist, 
daß die geschlossene Jordankurve J’ u J’ den Punkt p, im Inneren enthält und somit 9, 
im Äußeren. Die Kontinua 

RK = Iv Fr, K),'’=Kv gr 
haben ein Kontinuum (nämlich X,) gemeinsam. 
Die Vereinigung 

K,' ww TA 
enthält J’u J’ und zerlegt somit E, zwischen p, und g. Einem Satze von Eilenberg®) 
gemäß muß dann auch wenigstens eine der Mengen X,’ und X, die Ebene E, zwischen 
P, und 9, zerlegen. Es ist aber klar, daß X,’ nicht zerlegt. Somit zerlegt K,’. Das heißt: 
Jedes Kontinuum, das p, und g, verbindet, schneidet X,”. Somit K,nK,’+o. Aber 
K,nJ"'=o, also,K,nK, #0. 

Bemerkung. Durch Inversion sieht man, daß ein entsprechender Satz gilt, wenn 
K, und X, Teilkontinua von A, sind. 

I. 6. Hilfssatz. Für jedes Kontinuum K< S* = S\{0} besteht K, aus höchstens 
einem Punkt. 

5) C. Kuratowski, Topologie II, Warszawa 1952, 110. 


®) S. Eilenberg, Transformations continues en eirconförence et la topologie du plan, Fund. Math. 26 (1936), 
p. 78, Th. 8. 
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Beweis. Aus A # Z schließt man, daß X, keine mehrpunktige zusammenhängende 
Teilmenge enthält (vgl. 1.2,8)). Enthält nun X, wenigstens zwei Punkte, dann gibt 
es gemäß I. 4 eine Komponente K* von z.B. Kr I,, die mit C, zwei Punkte p und q 
gemeinsam hätte. Für hinreichend kleines | |, x reell, werden p und g auf C, getrennt 
durch e‘*p und eg. Dem Hilfssatz I. 5 gemäß haben X* und e“K* dann einen Punkt 
gemeinsam, der von 0 verschieden ist. Gemäß I. 2,6) enthielte dann A eine zusammen- 
hängende Teilmenge, aber das ist hier wegen A + Z ausgeschlossen. 

Wenn KnA, statt Kr I, eine Komponente besitzt, die zwei Punkte mit C, ge- 
mein hat, so kann der Beweis auf Grund von I. 5, Bemerkung, ähnlich geführt werden. 

I. 7. Jedes Teilkontinuum K < 5* ist ein Jordanbogen. Aus I. 6 folgt nämlich, daß 
es eine eineindeutige Abbildung gibt, z— |z|, von K auf eine (abgeschlossene) Strecke 
der Zahlengeraden. Diese Abbildung ist stetig, weil aus ,—2,2,2€ K, stets |z,]—|z| 
folgt. Die Abbildung ist somit, weil X kompakt ist, eine Homoömorphie. Es ist in K 
somit auch arg z eine stetige Funktion von |z|. 

I. 8. Jetzt betrachten wir den Fall eines endlichen A. Für die r, für die S, nicht 
leer ist, ist die Anzahl seiner Punkte unabhängig von r gleich der Anzahl der Elemente 
von A. Diese Anzahl sei 3n (vgl. I. 2, 2)). Die Punkte von S, sind aequidistante Punkte 
auf C,. Die Abbildung w = z?* transformiert das zusammenhängende $ in eine zusammen- 
hängende Punktmenge der w-Ebene, die von jedem Kreis | w | = konst. in höchstens 
einem Punkt geschnitten wird. Das Bild ist sowohl unter der Annahme c) wie unter der 
von ce’) ein Jordanbogen (vgl. 1.7). $S besteht somit aus genau 3n untereinander kon- 
gruenten Jordanbogen, die höchstens den Punkt 0 gemeinsam haben. Diesen Punkt 
müssen sie aber auch gemeinsam haben wegen des Zusammenhangs von S$. 

Zum Beweis, daß diese Figur den Annahmen über © widerspricht, betrachten wir 
für den Fall n=1 (die übrigen Fälle sind fast triviale Folgerungen daraus) die Figur 
S’=—S+peS&mit O+pe‘S. Bei dieser Bewegungstransformation werden 0 und p 
vertauscht. S’ ist offenbar von 5 verschieden und Sn S’>{0, p}. Wenn $’ nS noch 
andere Punkte enthält, so ist schon ein Widerspruch erreicht. Sei somit $ n 5’ = {0, p}. 
Es seien weiter J,, J, und J, die Bögen, aus denen $ besteht, und J;, J;, J; die entspre- 
chenden Bögen von $’. Wir nehmen an, daß pe J, und z.B. | p | = %a ist, so daß p ein 
innerer Punkt von J, ist. Nun definieren wir einen Kreis € durch |p — z| = }a fürze C. 
Sei V die offene Menge der inneren Punkte von C. Sei B die Komponente von J, nV, 
die p enthält, und B somit ein abgeschlossener Jordanbogen, der mit C genau zwei ver- 
schiedene Punkte b, und b, gemein hat. Man hat z.B. |b, |< |p | und somit |, | >| p|. 

Nun ist, gemäß 1.6, Cr J/ =a,i=1,2,3, ein einziger Punkt, und wenn b, und b, 
den Kreis C in die Bögen C’ und C”’ zerlegen, so liegen wenigstens zwei dieser Punkte a; 
auf demselben Bogen und zwar nicht in einem Endpunkt; z.B. a,, a,€ C'. Es seien U, 
und U, Umgebungen von a, bzw. a,, die b, und 5, nicht enthalten. Wenn «, |& | = 1, hin- 
reichend nahe bei 1 liegt, z.B. |x — 1 |< e ist, gilt 

f(J vu JS) nC<U,v U, 


weil sonst für & — 1 ein Schnittpunkt nach einem von a, und a, verschiedenen Punkt von 
C-konvergieren würde. Nun wählen wir & so, daß |x —1|< eund ap im von B und C”’ 
begrenzten Gebiete liegt. Dann verbinden die Komponenten des Punktes ap von aJın V 
und von &J;  V den innerhalb der geschlossenen Jordankurve B u C” liegenden Punkt 
«p mit zwei im Äußeren dieser Kurve liegenden Punkte von C’. Sie schneiden somit B 
in zwei notwendig verschiedenen Punkten. Dann haben aber die nicht identischen Figuren 
S und «&S’ drei Punkte gemeinsam. Damit ist ein Widerspruch erreicht. 
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Bemerkung. Da 5, unter der Annahme ce’) endlich ist, wenn A + Z, so ist hiermit 
auch Satz I mit ce’) statt c) bewiesen (vgl. I. 1, Bemerkung 2). 

1. 9. Schließlich betrachten wir den Fall, daß A + Z, A unendlich ist. Hier könnte 
man ähnlich wie in I. 8 den Widerspruch herleiten. Es geht aber einfacher auf folgender 
Weise: Wir brauchen hier weiter nur die Annahme zu benutzen, daß $ ein Teilkontinuum 
enthält. Es gibt dann nach einem bekannten Satz?) auch ein Teilkontinuum in 
5*= S\{0}. Dieses Teilkontinuum ist nach 1.7 ein abgeschlossener Jordanbogen J. 
Es sei 0 =inf|z|, eo’ =sup|z|, ze J. Jeder Punkt z€e S,0' s|z|<s eo” ist ent- 
halten in einem mit J kongruenten Bogen, der aus J durch eine geeignete Drehung um 0 
entsteht. 

Es sei z, ein innerer Punkt von J, z. B. sei |z, | = $(o’ + o’’), und o eine positive 
reelleZahl, z.B. e< }(o’’ — o'). Essei pe Jund |p —z,|= 0, p’€ C,, und |p’ —2,|=e. 
Sei weiter 8 die Drehung um z,, die p in p’ überführt, also $p = p’, und 8$ = $’. Wir 
betrachten dann die Bögen xJ und &-!1J. Seien allgemein a(x) und b(x) die Endpunkte 
von &J, | a(&) | = o’, | b(«&) | = e”. Die Menge, die besteht aus aJ, a-1J(|x —1|< 2) 
und den Teilbögen (a(x), a(1), a(&-!)), (b(x&), b(1), d(x-")) von C, bzw. C,. ist eine 
geschlossene Jordankurve L. Für hinreichend kleines | — 1 | liegt p’ im Äußeren dieser 
Kurve. z, liegt aber stets im Innern. Wenn T der Teilbogen von J zwischen p und z, ist, 
so verbindet das Kontinuum $T die Punkte z, und p’, hat somit wenigstens einen Punkt 
mit der Kurve ZL gemeinsam. Dieser Punkt kann offenbar nur auf xJ oder x-1J liegen; 
weil T und 87T ganz im Innern des Ringes o’ <|z| < o” liegen. Da aber A unendlich 
ist und dicht in Z liegt, gibt es unendlich viele Werte von x, für die dies gilt und die alle 
verschiedene Schnittpunkte von 87T und S$ liefern. Da aber $T< $S = $’, haben auch 
die Figuren $, $’€ © unendlich viele Schnittpunkte. Sie können aber wegen I.6 nicht 
zusammenfallen. Damit ist der Widerspruch erreicht. 


II. 


II. 1. Es sei in //, ein System © von Punktmengen (weiter als Figuren bezeichnet) 

gegeben mit folgenden Eigenschaften: 

a) © enthält wenigstens zwei Figuren, 

b) Jede Figur enthält wenigstens drei verschiedene Punkte, welche nicht auf einer 
Geraden liegen, 

c) Jede Figur von © ist zusammenhängend, 

d) Zu fünf verschiedenen Punkten von /7,, von denen keine drei auf einer Geraden 
liegen, gibt es genau eine Figur, die diese Punkte enthält, während fünf beliebige 
verschiedene Punkte in höchstens einer Figur enthalten sind, 

e) © ist invariant gegenüber den projektiven Transformationen von /7, in sich. 


Satz II. Durch obige Eigenschaften ist das System aller nichtzerfallenden Kegel- 
schnitte von II, charakterisiert. 


Bemerkung. Annahme c) ist viel allgemeiner als die Buckelsche Annahme des 
Bogenzusammenhangs der Figuren. Sie ist wohl die allgemeinste Annahme, die hier sinn- 
voll erscheint. Der tiefere Grund für die Möglichkeit dieser Verallgemeinerung in Vergleich 
zu der Annahme c) aus I. 1 ist der folgende: Nach Wahl einer unendlich fernen Geraden 
L. und zweier isotroper Punkte i,, i, auf ihr kommen in der zugelassenen Gruppe nicht 
nur die Bewegungs- sondern allgemeiner die Ähnlichkeitstransformationen vor (einschließ- 
lich der Spiegelungen!). Diese Tatsache wird unten weitgehend ausgenutzt werden. Wir 


?) F. Hausdorff, Mengenlehre, 2. Aufl., Leipzig und Berlin, $29, XVII. 
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werden dabei immer die projektiven Transformationen, die i, und i, festhalten oder ver- 
tauschen, als Transformationen der ganzen projektiven Ebene auffassen. 


II. 2. Wir zeigen erst, daß kein Se © mit einer Geraden L mehr als drei Punkte 
gemeinsam hat. Enthielte nämlich $ n L wenigstens vier Punkte, so gäbe es gemäß b) 
wenigstens einen Punkt pe S\L und wegen c) wenigstens einen Punkt geS\L,p #4. 
Man betrachte nun projektive Transformationen von IT, in sich, die p und jeden Punkt 
von L, also fünf Punkte von $, fest lassen. Gemäß d), e) führen sie $ in sich über. Wenn 
M die Gerade durch p und g ist undr—= LM, kann man projektiv q in jeden von p 
und r verschiedenen Punkt von M überführen. Also M\{r} < $ und sogar M < S$, denn 
für eine neue geeignete projektive Transformation x die M in sich überführt und für die 
re nS, muß offenbar zS = $ sein wegen d). Ähnlich sieht man nun, daß auch L < $, und 
man schließt leicht, daß in diesem Falle sogar //, = $ sein würde im Widerspruch zu a). 
Somit schneidet jede Gerade L eine Figur $< © in höchstens drei Punkten. 


II. 3. Wir wählen eine beliebige Gerade als Gerade Z, und zwei konjugiert kom- 
plexe Punkte i, und i, auf ihr als isotrope Punkte. In der (nach Wahl einer Längeneinheit) 
induzierten euklidischen Metrik betrachten wir die Figur Se ©, die die Eckpunkte eines 
regelmäßigen Fünfecks enthält. /7,\Z, wird wieder als Körper der komplexen Zahlen 
aufgefaßt, und die Punkte werden entsprechend bezeichnet. Dabei wählen wir 0 im Mittel- 
punkt des Fünfecks und stellen die Eckpunkte durch ax,i =1,...,5, areellunda > 0, 
dar. Es gelten dann ähnliche Bemerkungen wie in I. 2, wenn man dort überall e, durch x; 
ersetzt. Die dort auftretende Untergruppe von Z wird auch hier wieder mit A bezeichnet. 


Weiter gilt hier aber Folgendes: Wenn p,geS,p +0 +, so ist 
q 

1 =8. 

() s 


Denn es ist px, gie S,i—=1,...,5. Multiplikation mit, ist eine Ähnlichkeitstransfor- 


mation und führt die Punkte px,€ S in die Punkte gx,€ S und somit $ in sich über. Ist 
insbesondere |q | =| p |, so ist 3 e A. 

Nun benutzen wir die Tatsache, daß auch Spiegelungen zugelassene Transformationen 
sind. Die Spiegelung an der Geraden durch O0 und p, p #0, führt allgemein g über in =. 
Wenn nun pe& S, so gilt pe S,i=1,...,5, die Spiegelung vertauscht somit die Punkte 
px,;€ 5 untereinander. Deshalb gilt 

(2) 55-5 für pe, 


wenn S die Menge der zu den Punkten von $ konjugierten Punkte bezeichnet. 
Sei nun p,geS,p #0 #g; dann gilt 


q ? 
.q=*=e$ 
pP F p 
wegen (1) und 
h „2 2 
inne P= I peS 
pP pP p 


wegen (2). Dieses Resultat kann man so interpretieren: Wenn 5 zwei Punkte p und g ent- 
hält, so auch den zu p inversen Punkt p* = 4" p bezüglich des Kreises C,,,. Wieder- 
holung dieses Schlusses führt für den Fall |p | #|gq | zu der Einsicht, daß es dann auf 
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der Geraden durch 0 und p unendlich viele Punkte von $ gibt, im Widerspruch zu dem 
Resultat von II. 2. 


Es können somit auf $ nur Punkte von $,, eventuell zusammen mit dem Punkt 0 
und Punkten von ZL, (höchstens drei!) liegen. Wegen c) muß demnach sogar $ = S$, sein. 
Da aber $, homoömorph A ist (II. 1,7)) und A dann nur dann zusammenhängend ist, 
wenn A=Z, glt S= IS, = C.. 

Damit ist bewiesen, daß $ der Kreis durch die Punkte ax; ist und wegen e) enthält 
© somit alle Kreise der oben eingeführten euklidischen Ebene. 

II. 4. Wenn nun $’ eine beliebige Figur von © ist, so wähle man auf ihr fünf Punkte 
Pr», Ps. Ist das so möglich, daß keine drei dieser Punkte auf einer Geraden liegen, so 
gibt es einen nicht zerfallenden Kegelschnitt Q der p,,..., 2, enthält. Mit geeigneten 
isotropen Punkten wird Q in der zugehörigen euklidischen Metrik ein Kreis. Somit ist 
dann S’ =Q. 

Liegen auf 5’ nicht fünf unabhängige Punkte, so kann man leicht beweisen, daß $’ 
eine Strecke einer Geraden enthält. Denn wegen b) darf man annehmen, daß z. B. p,, pP, 
und p, nicht auf einer Geraden liegen. Liegen weiter z. B. p,, p, und p, auf einer Geraden Z, 
so gilt, wegen II. 2, p, € L. Alle weiteren Punkte von $’ liegen dann notwendig auf einer 
der Geraden L,,i =1,2,3;k =4,5 (L, , ist die p, und p, verbindende Gerade). Wegen 
c) enthält S’ dann wenigstens eine Strecke einer dieser Geraden. Das steht aber im Wider- 
spruch zu 11.2. 


Umgekehrt sieht man wie oben ein, daß auch jeder Kegelschnitt in /Z, eine Figur 
von © ist. Damit ist alles bewiesen. 





Eingegangen 5. Januar 1954. 








Die Bedeutung der topologischen Voraussetzung 
bei der Buckel -van Heemertschen Charakterisierung 
des Systems der Kreise. 


Alfred Brauer zum 60. Geburtstag freundschaftlich zugeeignet. 


Von Hans Freudenthal in Utrecht. 





1. Unter den Forderungen, durch die in der vorstehenden Arbeit!) das System der 
ebenen Kreise charakterisiert wird, kommt als dritte eine Forderung topologischer Art 
vor: Von den „Figuren“ wird verlangt, daß sie im Kleinen kompakt und zusammen- 
hängend oder daß sie Semikontinua seien. Man kann die Frage stellen, ob nicht die Vor- 
aussetzung „zusammenhängend‘‘ schon ausreiche. Wir wollen zeigen, daß das nicht der 
Fall ist. Wir geben also ein System © ebener Punktmengen (,‚Figuren‘‘) an mit den fol- 
genden Eigenschaften: 


I. © besitzt mindestens zwei Elemente. 

2. Jedes FE © besitzt mindestens zwei Punkte. 

3. Jedes FE © ist zusammenhängend. 

4. Zu je drei Punkten gibt es genau ein FE %S, das sie enthält. 
5. © ist invariant gegenüber den ebenen Bewegungen. 

6. © ist nicht das System der Kreise. 


2. Seien 
P der Körper der rationalen Zahlen, 


2 der Körper der komplexen Zahlen, 
K ein Unterkörper von 2. 


Wir führen ein Element oo ein als Häufungspunkt jeder unbeschränkten Menge und 
setzen K’ =K vu (»0),2’ = u (00). Wir definieren fürra#b+c+a 


d—a . c—a 
d—b"c—b’ 


= 00 ‚ wenn d=b. 


DV(a,b,c,d) = wenn d+b, 


In 2, als Ebene aufgefaßt, definieren wir die „Figuren“ F(a,, a,, a,) (für alle Tripel 
44, Ay, A, € 2%) durch: 


x € F(a,, 0, a,) dann und nur dann, wenn DV (a,, a,, a, x) eK’. 


1) A. van Heemert, Zur Kennzeichnung der Kreise und Kegelschnitte, dieses Journal 194 (1955), 183—189. 
Vgl. ferner die in dieser Arbeit zitierte Literatur. 
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Es ist eine bekannte Eigenschaft des Doppelverhältnisses, daß für jede Permutation 

Yj, 99, 9% von 1,2, 3 
F(a ,a,,a,)=F(a,,a,,a,) 
ist. Ferner gilt 
DV (a,, Q,, a, 2): DV (a,, a, a,2) = DV (a,, Q,, Q;, a,); 

also hat man: 

Aus a,€ F(a,, @,a,) folgt F(a,, a, a,) = F(a,, @, 4). 

Wiederholte Anwendung dieser Regel ergibt: 

Sind a,, a,, a, verschiedene Elemente von F (a,, @,, Q,), so ist 


(1) F (a,, a;, a,) = F(a,, @,, Q,). 

Die Menge der F(a,b,c)(a,b,ce€ 2) heiße ©. Jedes Fe © ist homöomorph mit K’. 
Von den in Nr. 1 genannten Eigenschaften sind erfüllt: 

(1.1) wenn K echter Unterkörper von 2 ist, 

(1.2) stets, 


(1.3) wenn K’ zusammenhängend ist, 
(1.4) stets denn wenn F,, F,€ © und a,a,4a,€ FR F, ist, so ist 


F, = F(a,, @,, 0) = F, nach (1), 


(1.5) stets (wegen der Bewegungsinvarianz des Doppelverhältnisses), 

(1.6) wenn K nicht der reelle Zahlkörper ist. 

Bemerkung. Das System © ist sogar invariant gegenüber gebrochen linearen Trans- 
formationen (Kreisverwandtschaften). 


Wir brauchen zum Beweise unserer Behauptung nur noch einen zusammenhängenden 
echten Unterkörper K von 2, der nicht mit dem reellen Zahlkörper zusammenfällt. 


In Nr. 3 geben wir einen solchen an. 


3. Sei 2 die kleinste Ordinalzahl der Mächtigkeit x. Sei ® die Menge der perfekten 
Teilmengen A, von 2’, und zwar wohlgeordnet mittels der Ordinalzahlen o < 2. 


Wir bestimmen induktiv zu jedem o<Q2ein a,€ 2: Ist A< 2 und a, bereits be- 
stimmt für alle o< A, so erzeugen wir den Körper 


T, durch Adjunktion aller a, (e<4) zu P; 
ferner setzen wir 
h= algebraische Abschließung von T, 
und wählen in 2 
(2) | a, € Aı\Ta 2). 
Das ist wirklich möglich, denn die Mächtigkeit der Menge der a, (o<A}) ist <x, also 


auch die von T,, also auch die von Fa während A, als perfekte Menge von der Mächtig- 
keit x ist. 


2) AN B ist die Menge der z€ A, € B und o die leere Menge. R(A) bedeutet den Rand, A die abgeschlossene 
Hülle von 4A. 
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a; ist wegen (2) rein transzendent über T,. Daher ist 


K=UT, 


1<0 
ein rein transzendenter Körper mit der Eigenschaft (siehe (2)): 
(3) ArnK=+o für alle AE®. 
Da der reelle und der komplexe Zahlkörper nicht rein transzendent sind, ist K also von 
beiden verschieden. Wir zeigen nun: 
K ist zusammenhängend, 


d.h. es gibt keine in 2’ offene Menge Q mit den Eigenschaften 
Q +0, Q> K, R(O) nK=o. 


Gäbe es doch so eine, so gäbe es auch eine mit perfektem Rand; man ersetze nur Q 
durch den offenen Kern Q, von Q. Dann ist nämlich QnK=0nrnK+K, also auch 


Q>K, also auch Q, >$K. Ferner ist Q, #0 und K(Q,)< R(Q), also auch R(Q,)nK=o. 
Schließlich besitzt R(0,) keinen isolierten Punkt, ist also perfekt. 

Diese Eigenschaft von R(Q,) steht aber im Widerspruch zu (3). K ist daher zusam- 
menhängend. 








Eingegangen 5. Januar 1954. 




















Über monotone Systeme linearer Ungleichungen’). 
Alfred Brauer zum 60. Geburtstag gewidmet. 


Von L. Collatz in Hamburg. 





Bei sehr verschiedenartigen Anfangs- und Randwertaufgaben gewöhnlicher und 
partieller Differentialgleichungen wird man bei Fehlerabschätzungen für Näherungs- 
lösungen auf Systeme linearer Ungleichungen geführt ?2). Auch sonst interessiert bei line- 
aren Gleichungssystemen Ar = r, unter welchen Voraussetzungen über A man aus 


(1) Ay<sr<sAz 
auf 

(2) ysrs3 
schließen darf (A = quadratische n-reihige Matrix mit reellen Elementen a,,, £ und r Vek- 
toren mit reellen Komponenten x; bzw. r;; das Zeichen < soll bei Vektoren bedeuten, 
daß es für sämtliche Komponenten gilt). Hierfür sind bei verschiedenen Aufgabenklassen 
spezielle hinreichende Kriterien aufgestellt worden. Weitere Kriterien finden sich in einer 
von A. Ostrowski aufgestellten Theorie®). Diese Theorie enthält auch bereits den im 
folgenden genannten Satz. Da aber dieser Satz einerseits so weit reicht, daß er alle mir 
bekannten Fälle, in denen ähnliche Kriterien bei Differentialgleichungen angewandt 
wurden, als Spezialfälle enthält, andererseits aber völlig elementar und kurz beweisbar 
ist, ist der im folgenden dargestellte Zugang für jemanden, der den Satz bei Differential- 
gleichungen oder bei anderen Anwendungen benutzt, vielleicht von Interesse. 


Hierzu wird der Begriff der ‚‚monotonen Matrix‘ eingeführt: 


Definition. Eine quadratische n-reihige Matrix A mit reellen Elementen a,, heiße 
monoton oder von monotoner Art, wenn aus Ar >0 folgt r 0. Das System Ar =3 
heiße monoton, wenn A monoton ist. 

Ist A monoton, so folgt auch re SO aus Ar SO und damit = (0 aus Ar =(, 
d.h. die Determinante von A verschwindet nicht. Bei einer monotonen Matrix A folgt 
(2) aus (1). Man kann dann auch stets aus |Ar|< Ay auf |r|<1y schließen, da 
wegen Ay+r)=0 auch y+r>0 gilt. (Entsprechend obiger Festsetzung soll 
|z| = 9 bedeuten: |z,;|< y; für j=1,...,n.) Für die Monotonie einer Matrix A ist 
notwendig und hinreichend, daß alle Elemente der reziproken Matrix A-! nichtnegativ 
sind; aber für praktische Zwecke braucht man einfacher nachprüfbare determinantenfreie 
Kriterien, selbst wenn sie nur hinreichend sind. Nennt man eine Matrix A zerfallend, wenn 
man die Indizes so mit 0,, 03, - - -, Om; O1; - - -, (a-m numerieren kann, daß = 0 ist für 


!) Im wesentlichen aus einem Vortrag auf der Tagung über Lineare Gleichungen und Ungleichungen in Ober- 
wolfach, 14. 10. 1953. 

2) Vgl.z. B.L. Collatz, Numerische Behandlung von Differentialgleichungen, 2. Aufl. Berlin-Göttingen-Heidel- 
berg 1955. 

8) A. Ostrowski, Über die Determinanten mit überwiegender Hauptdiagonale. Commentarii Math. Helvetiei 
10 (1937), 69—%. 
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v—=A,..„m; u=A,..,n—m; 1smsn-—J1, so erhält man ein solches Krite- 
rium #)5) durch den 

Satz. Für die quadratische n-reihige reelle Matrix A gelte: 

1) es ist x SO für j +k, 

2) A zerfällt nicht, 

3) es gibt einen Vektor y> 0 und einen vom Nullvektor verschiedenen Vektor x > 0 
mit Ay=t. 

Dann ist A eine monotone Matrix. 

Beweis. Um r > 0 aus Ar > 0 zu folgern, brauchen wir nur zu zeigen, daß die beiden 
Annahmen: 

a) 3 ist ein Vektor mit mindestens einer negativen Komponente, etwa 2, <0, 

b) 434 20 
miteinander nicht verträglich sind. Aus diesen Annahmen folgt nämlich, daß mit dem 
Vektor ı) der Voraussetzung 3) auch A((1— A)y + Az) > 0 gilt, wenn der reelle Para- 
meter A im Intervall 0 < A <s 1 liegt. Wegen y,> 0,2, <0 gibt es ein A = A, in (0, 1) 
mit (1 — A,) Ya + AyZ, = 0; es kann möglicherweise auch für andere Komponenten, etwa 
die r-te, ein A; in <0, 1) geben mit (1 — A,) yr + 4,2, = 0. Sei A das Minimum dieser 
(höchstens n) Werte A,; es ist O0 <A <41. Der Vektor w= (1-—-A)y + Aa hat nur 
nichtnegative Komponenten und mindestens eine verschwindende Komponente. Es ist 


aber mw nicht der Nullvektor, da im Falle 8 2 A y = — z aus Ay > 0 folgen würde A, <= 0, 


also A3=0,Ay=0; es sollte aber Ay = r nach 3) vom Nullvek‘-: verschieden sein. 
Nur seien w, , + - -, %,, die verschwindenden, und w, ,.., W,,_„ die nichtverschwindenden, 


also positiven Komponenten von mw, wobei also 1 <m<n—-1 ist. Wegen des Nicht- 
zerfallens von A gibt es mindestens ein Element 0,0, * 0, welches also < 0 ist. Dann ist 


die o,-te Komponente von Aw 


n-m 


(3) (Aw), = 24, 10, = 3 0, Wa, < 0 
k=1 u=]1 


Fu 
im Widerspruch zu Am > 0. 

Setzt man in 3) sogar r> 0 voraus, so kann die Voraussetzung 2) fortfallen; dann 
ist Ay > 0, 4 20; All—4M)9y+4)>0für0O <A<1; Am> 0; o, wird beliebig 
gewählt; es ist dann 0, <(, und in (3) steht < an Stelle von <, aber auch jetzt ist 
ein Widerspruch vorhanden, da nun Aw > 0 ist. 

In dem Satz ist für y,=1(j=1,2,...,n) ein bei den Anwendungen vielbenutztes 
Kriterium enthalten, bei welchem die Voraussetzung 3) in das schwache Zeilensummen- 
kriterium übergeht®): 

u —>0 für alle j , 

a rn = an 0 für mindestens ein j = A 
dann sind also 1), 2), 3*) hinreichend für monotone Art der Matrix A. 

Vila “) Ein ähnliches Kriterium wird geometrisch bewiesen bei G. Schulz, Interpolationsverfahren zur numerischen 
Quadratur gewöhnlicher Differentialgleichungen, Z. angew. Math. Mech. 12 (1932), S.53; Schulz macht die Vor- 
aussetzungen: det A + 0,a,,>0,a,,< 0 für j+ k und die Voraussetzung 3) mit r > 0; vgl. ferner M. Janet, Jour- 


nal de Math&matiques pures et appl., 8. ser. 8 (1920), S. 139—140. 


5) Daß das Kriterium, selbst abgesehen von Zeilen- und Spaltenumstellungen, nicht notwendig ist, zeigen 
1 —2 8 
einfachste Beispiele wie etwa die monotone Matrix (-2 1 —2]|. 


8 —2 1 
®) L. Collatz, Aufgaben monotoner Art, Arch. d. Math.8 (1952), S. 373. 








Eingegangen 4. November 1953. 




















Verallgemeinerte asymptotische Dichten‘). 
Alfred Brauer zum 60. Geburtstag am 9. April 1954 gewidmet. 


Von Hans Rohrbech und Bodo Volkmann in Mainz. 





1. Ist A={a,,@,...} eine Menge von nichtnegativen ganzen Zahlen!) und 


e&(i=0,1,2,...)ihre charakteristische Funktion, also A (x) = 5 e, ihre Anzahlfunktion 
i=1 
(entsprechend B(x) bzw. C(x) für die Menge ® bzw. € usw.), so bezeichnet man die Aus- 
drücke 
HU fin: ZE and DIE  n A 
z=1,2.... x zo» T 
als finite bzw. (untere) asymptotische Dichte von W. In bezug auf diese beiden Dichte- 
begriffe haben sich seit etwa 1930 zahlreiche Mathematiker, darunter Schnirelmann, 
Landau, I. Schur, A. Brauer, Ostmann u..a.?) mit der Frage nach unteren Schranken 
für die Dichte der Summe A + ® zweier Mengen V und 8, d. h. der Menge aller Zahlen 
der Form a +bmitaeWundbe 8, als Funktion der Dichten von X und ® beschäftigt. 
Für finite Dichten wurde die sogenannte (x + ß)-Vermutung 


(1) 5(A + 8) > min (1, 5A) + 5(8)) 


1942 durch H. B. Mann bestätigt, sogar in verschärfter Form, die ebenso wie die Anregung 
zum Beweis auf A. Brauer zurückgeht. Für asymptotische Dichten dagegen, wo die zu (1) 
analoge Aussage 


(2) D(4A + 8) > min (1, D(A) + D(8)) 


sicher nicht allgemein gilt, wie einfache Beispiele zeigen, wurde 1938 von einem der Ver- 
fasser [5] folgende Vermutung angegeben: 


(3) D(A +8) > min (1,3 (D(W + D(B))), 


falls0EAAB,LEAA Bist. Sie wurde 1941 von H.-H. Ostmann, ebenfalls in verschärfter 
Form, bewiesen; seine Darstellung wurde kürzlich von uns vereinfacht [6]. 


Zu einem gewissen Abschluß kam diese Fragestellung jetzt durch eine Unter- 
suchung von M. Kneser [3], der ein einfaches Kriterium dafür angibt, wann (2) nicht 
gilt. Bezeichnet man für natürliches g mit M’ die Menge aller Zahlen a, für die es ein 
meM mit m=a (modg) gibt, und nennt man zwei Mengen M und N äquivalent, in 


*) Vorgetragen vom erstgenannten Verfasser am 5. Mai 1954 in Birmingham, am 7. Mai 1954 in Manchester 
in einer vorläufigen Fassung, in veränderter Fassung auf der Spezialtagung über Zahlentheorie im Mathematischen 
Forschungsinstitut Oberwolfach, 3.—8. Januar 1955. 

ı) Von solchen Mengen ist im folgenden ausschließlich die Rede. 

2) Ausführliche Darstellungen der älteren und der neueren Entwicklung sind in [5] bzw. [4] zu finden. 


2b* 
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Zeichen MN, falls ihre charakteristischen Funktionen an höchstens endlich vielen 
Stellen voneinander verschieden sind, so ergibt sich in [3] folgender 


Diehtesatz für die asymptotische Diehte. Für n +1 Mengen W,,..., Un mit der 
Summe Y=U, +: + A. gilt entweder 


(4) DM) > lim  EA,l) > ED) 


>®© v=(0 „= (0 


oder es gibt ein g, so daß U W = 3 W ist und die Ungleichung 


„=0 
(6) D(A) = D(W) > lim 1 5 4%(«) -* > ED) — 
zoo» ‚=0 ‚=(0 


gilt. 

2. In der vorliegenden Arbeit soll dieser Dichtesatz durch die Einführung von Ge- 
wichten verallgemeinert werden, wie sie van der Corput [1] bei seiner Verallgemeinerung 
des Mannschen Dichtesatzes (1) für finite Dichten betrachtet hat. Wir definieren zunächst 


die erforderlichen Begriffe. 


Sei 9, eine für alle ganzen x definierte reelle monoton nicht abnehmende Funktion, 
bei der 9, =0 fürx <O und ,>0fürz>0gilt, und 9(z) die zugehörige Treppen- 
funktion, die durch die Festsetzung 


(6) (2) = P_:-. 


für alle reellen x definiert ist. Insbesondere ist also 9; = (it) für alle ganzen i. Ferner sei 
D(a)=F ypli)=[pli)de  (w ganz). 
t=1 0 


Dann wird für jede Menge X unter Verwendung ihrer charakteristischen Funktion e; die 
Anzahlfunktion A(z) zu 


„Alz) = Zun- = Fo(a) 


verallgemeinert. Ferner setzen wir für ganzes x und y 


Yy 
e;9;, wenn 2 <y, 
„Az, y) = = en ’ 
0 ‚,wennz=zy 


ist, und bilden, falls 3 die Menge aller natürlichen Zahlen bedeutet, den Ausdruck 


je Di u 
(7) | nd »Z(z) in ®(z) — 








a 
D(x 55% p( ); 
ae 
den wir eine verallgemeinerte asymptotische Dichte der Menge X nennen. 
Bezeichnet man die unendliche Dreiecksmatrix mit den Elementen 


.p(k) 
Ank = ©(n) Ber: r) 
0 kon 
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mit 7, so sind die T-Limites von irgendwelchen Zahlenfolgen offenbar Rieszsche Mittel, 
und falls in (7) Konvergenz eintritt, ist 


D,(%) = T-lım e;. 


Doch wollen wir hier auf den Zusammenhang zwischen verallgemeinerten asymptotischen 
Dichten und Rieszschen Mitteln nicht weiter eingehen?). 


Wie man leicht bestätigt, gilt für jede Menge V und jede zulässige Funktion (x) 
stets 0 < D, (A) < 1; insbesondere ist D,(83) =1. 


Die gewöhnliche asymptotische Dichte erhält man für die Funktion g(x) = 1; sie 


entspricht im Falle der Konvergenz von am für 2— oo dem Cesäro-Mittel C, der 
Folge {e,}. 
Sind A und ® zueinander fremd und existieren die Grenzwerte 


. Al) „B(x) 
- ®(x) won u D(z) ’ 


so ist offenbar für die Vereinigungsmenge A\vB=% 











(8) D,(8) = lim A) te B) _ DM + 2,8), 
zo (2) 
und ebenso erhält man im Falle A< 8 für die Restmenge B — X die Aussage 
(9) DAB — = DB) — DA). 


Wir betrachten hier nur solche Funktionen (x), die den drei folgenden Bedingun- 
gen genügen: 


(10) Für jedes e2 0 sei lim I it, 
(11) Für jede Menge Ah = {a,h, ah,...} sei D, (Ah) = E_ „? (A), A ganz. 
(12) Für alle ganzen x sei p(z +1)? > go(x) = +2). 


Für Funktionen (x) mit der Eigenschaft (10) gilt der 


Hilfssatz 1. Setzt man g(x + c) = p(x) (e 2 =0), so ist D,(U) = D,(A) für jede 
Menge N. 


Beweis. Bei gegebenem e > 0 ist wegen (10) für x > x, sicher 


Stat sy ro tale 0 is, 
p(z) 


da „(x) als monoton vorausgesetzt war. Daher wird 





lim Be )2 Zar) < lim Sr c) Zeit s(1 + m + c) < 


z—>® 


zZ ei), 


woraus sich unter Berücksichtigung von ®(x + c)=(1 + o(1)) ®(z) die Beziehung 
D,(A) <D,(W) = (1 + e) D, (U) 
und damit D,(W) = D,(A) ergibt. Für ce < 0 ist der Beweis analog. 


3) Solche Mittelwerte von Folgen aus Nullen und Einsen werden z. B. in [2] untersucht. 
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3. Nennt man wie in [7] eine Menge 4 rational, falls ihr Dualwert 


rational ist, und pseudorational, falls es zu jedem e > 0 rationale Mengen R, und R° mit 
R,ZAZR und D(R’ — R,) < e gibt, so gilt der 


Satz 1. Wenn g(x) die Bedingungen (10) und (11) erfüllt, so ist für rationale und 
pseudorationale Mengen X stets D,(A) = D(W). 


Beweis. a) Ist R die Restklasse der positiven Zahlen r = 0 (mod k), so wird wegen 
R = 3% auf Grund von (11) offenbar D,(R) -ı —= D(R). 

b) Ist © eine beliebige Restklasse nach dem Modul %, so ist für eine gewisse Zahl c, 
wenn wieder p(x + c) = p(x) gesetzt wird, 


„R(a) = ;S(x) (2>4,2,...) 
und daher nach Hilfssatz 1 
1 
D,(&) =D,(&6) =D,(R) = : 2 D(6©). 


c) Ist M rational, so gibt es ein System von Restklassen ©,,... 6 nach demselben 
Modul k derart, daß die beiden Mengen M und T = V ©, miteinander äquivalent sind. 
Daher wird nach (8) Pr 

DR) = D,(%) = & D,(&) = 1 = DM). 


»=1 
d) Ist WA pseudorational, sogibt es Folgen R; und ®' rationaler Mengen mit 
RAR (i=1,2,...) und 


lim D(R' — R,) = lim D,(R' — R,) =0. 
Dann stellen die Zahlenpaare (D,(R;), D,(R‘)) eine Intervallschachtelung für D,(A) dar, 
ebenso (D(R;), D(R')) für D(A), so daß mittels (9) 


D,(A) = lim D,(R;) = lim D(R,) = D(Q) 
folgt. 

4. Daß trotz der Gültigkeit von Satz 1 die Einführung der verallgemeinerten 
asymptotischen Dichten, sogar unter den einschränkenden Bedingungen (10) bis (12), 
‚eine echte Verallgemeinerung darstellt, soll folgendes Beispiel zeigen, bei dem 
D(A) + D, (A) ist: 

Seix>0und 9, ==°. Dann sind (10) und (12) offenbar erfüllt, und daß auch (11) 
gilt, erkennt man folgendermaßen: Für jede Menge W ist mit dieser Funktion (x) 


„(Ah)(2) = & (ah = hr 5 ar — he,A (4) 
ir er 


h 
und ferner *) 


z 
r > 


h +1 
o(7)-zr= tdi = ER. s 


a). % PORTEE I 77 77 Pr), 


4) Asymptotische Gleichheit stellen wir durch das Zeichen = dar. 
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also 


WIE: 
= — lim Ka a 1 DM. 
m PD en () z 


Nimmt man speziell als A die Vereinigungsmenge der Abschnitte 


(2% 44,2% 4 2,.. 281} für «=0,1,2..., 


so ist offenbar 


_ m Am) 
er € 


da die relativen Minima der zu betrachtenden Quotientenfolge an den Enden der ‚Lücken‘ 
liegen, wie man sich leicht überzeugt. Somit wird, wenn man 


22=+1 9%Ax+1) 
Pe Er Sue" 7 ee Se 7 A 
4=22% 41 1=92% 41 
setzt, 
S 
D,(A) = lim 2 Sum ie en. 5 
g k>o ST a T, 26+)_-4  Ya+ı +4: 


wie man unter Verwendung der asymptotischen Gleichheit zwischen den einzelnen Sum- 
men und den entsprechenden Iniegralen bestätigt. Für «x = 0 erhält man somit D(A) = 3: 


und für &> 0 ist sicher D, (A, < D(N). 


5. Die Formulierung der angekündigten Verallgemeinerung des Dichtesatzes für 
die asymptotische Dichte gibt nun 


Satz 2. Ist (2 =0,1,2,...) eine monoton nicht abnehmende Folge positiver Zahlen, 
die den Bedingungen (10), (11) und (12) genügt, und sind W,,.. ., \n (n 21) Mengen mit 


der Summe U = 5 W,, so ist entweder 


v‚=0 


' 1 - 
(13) D,A) Z on ®(<) ZA) 


oder es gibt eine Zahl g, so daß U W’ = 3 W, ist und die Beziehung 


‚=0 


1 


oh > Aa) — ? 
(14) D,(U ) > lım ®(x) Zr) g 


ko 

besteht. 

Der Beweis läuft weitgehend mit dem des Kneserschen Dichtesatzes in [3] parallel. 
Wir können uns daher kurz fassen, heben nur die zusätzlich notwendigen Überlegungen 
heraus und verweisen im übrigen auf die dortigen Ausführungen. 

6. Wir erklären die obige Funktion 9, durch die Festsetzung 9,=(0 auch für 
negative ganze x und sehen sie im folgenden als fest an. Ferner setzen wir allgemein für 
irgendwelche Mengen M,, . . ., M, abkürzend 


lim 2 Z Mia) = DM... M.). 


v-1 
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Dann gilt der 
Hilfssatz 2. Satz 2 ist eine Folge der beiden Aussagen 
I. Ist Y= 3Q,, so gilt entweder die Ungleichung (13) oder es gibt ein g mit (14). 


„‚=0 


II. Zt W=W, + W,, so ist entweder D,(W) = D,(X,, A,) oder es gibt zu jeder end- 
lichen Menge E<=X eine Teilmenge & mit E<E<MW und eine natürliche Zahl h, so daß 
&* „€ und 


1 
D,() > DU, U) —; 


ist. 
Beweis. Siehe [3], Seite 464—466. 
Hilfssatz 3. Die ER I und II sind eine Folge von 


unge It U = zZ W,, so güt entweder die Ungleichung (13) oder es gibt zu jeder Zahl 
ae eine e Menge € mit ae®&<N und eine natürliche Zahl g = g(a), so daß &® —E und 


n 


Du(E) = DU. U) — (0) 


ist. 
Beweis. Siehe [3], Seite 466—468. 
Hilfssatz 4. Die Aussage Ill ist eine Folge von 


IV. It V0EeNW, und AU = FN,, so gilt entweder die Ungleichung (13) oder e gıbt eine 
„=0 


Teilmenge CE <U mit 0 € & und ein natürliches g, so daß &’ — & und 


n 


D,(€) > D,(Ao, ... A.) _- 2 
ist. 
Beweis. (Vgl. [3], Seite 468.) Hat die Zahl a im Sinne von III die Darstellung 


n 
a= $a,mit a, € W,, so subtrahieren wir a, von sämtlichen Elementen der Menge W, und be- 
‚=0 
zeichnen die entstehende Menge°) mit W,=NW, —a,. Die Summe dieser Mengen sei 


dann A\= 5 (N, —a)=W—a. Da wegen (10) 


‚=0 


ist, wird offenbar 
DA... %) =D, Ay. ., An und D,(A) = D,(A). 
Also ist (13) äquivalent mit 
D,U) =D, (Ay. Un), 
Der zweite Teil von III, angewendet auf die überstrichenen Mengen, ist offenbar 


gleichbedeutend mit der Aussage, daß es eine Zahl g und eine Menge E<4 mit 0e€ 
gibt, so daß 


3 


&® € und D,(E) > D,(A, - - -, U) — 


5) Für eine Menge-W = {a,, a,,....} setzen wir allgemein YW+e= {a, +e,a, 


: Bee 


„++ (eS0). 
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gilt. Für C=€ — a ist dies offenbar erfüllt. Läßt man die Querstriche wieder fort, sc 
erhält man die zu beweisende Behauptung in der Fassung IV. 


7. Wir verwenden im folgenden die von van der Corput [1] eingeführten e-Trans- 
formationen von Mengenpaaren (A, ®): Sei e eine ganze Zahl. Dann bilde man die Mengen 


V=AV(B+e und VW =-BrilN-—e). 
Für diese gelten folgende Beziehungen (siehe [3], Seite 468—470): 
a) WHS-SAHB. 
b) Für ganze Zahlen x, y mit e<sxz <y gilt 
(15) „Alm, Yy) +,B’(a,y) SpAla,y) + Bla, Yy). 
Beweis. Für jedes z mit x <Sz < y ist 
(16) gA(z,2) +,Blz —e,2—e) S,A’ (2,2) +,B (2 —e,2z—e). 


Denn diese Ungleichung nimmt in den vier möglichen Fällen «) ze \,z—eceB,P) ze, 
z—ekB, y) zEA, z—eceB, 6) zEA, z—ekBjder Reihe nach die Gestalt 
(2) + Plz —e) = Plz) + Pla—e), Plz) = Plz), Plz —e) < plz) und O=0 an. Aus 
(16) folgt (15). 


c) Für beliebige Mengen €,,.. ., &, ist 
(17) D,(U,8,&,..,&%) =D (U, 8, €... ., &n 
Beweis. Für die Differenz 
D, = D,(U, 8, &,...,&) — D(WU,B,€,- 
gilt 


D,= lim 5 (A) + „B(x) — ,A'(2) — „B'(x)). 


Bei gegebenem e > 0 wähle man nun x, so, daß für x > x, die Beziehung Ze ee) _ Fi) site 
gilt, was nach (10) möglich ist. Da für solche x dann nach (16) 


„A’(z) +,B’(a) S,Ale) +,Bla)s(l +) („A’ (x) + „B'(x)) 


ist, wird 
0sD, = lim („A(z) + „B(x) — „A’(z) — ,„B’(x)) 
72% 3 ) 
a ) 
also D,=0. 


d) Ist eeA und 0E 8, so ist auch O€ ®. In diesem Fall sagt man mit van der 
Corput [1], daß das Mengenpaar (W’, 8’) aus dem Mengenpaar (A, 8) durch eine e-Trans- 
formation hervorgeht. Werden auf (X, 8) mehrere e-Transformationen (mit verschiede- 
nen e) hintereinander ausgeübt, die schließlich auf ein Mengenpaar (A*, 8*) führen, so 
heißt (A*, 8*) ein von (X, ®) abgeleitetes Mengenpaar. 

e) ALW,BEP. 

f) W +esBdtesW. 


Journal für Mathematik. Bd. 194. Heft 1-4 26 
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g) Ist E< W eine endliche Menge, so gibt es ein von (W, ®) abgeleitetes Mengenpaar 
(A*, B*), für das B* +E<NA* gilt. 

Ist {X,} = (W,, - - », YA.) ein Mengensystem von mehr als zwei Mengen, so bezeichnen 
wir {X} als ein von {W,} abgeleitetes Mengensystem, wenn es ein » + n gibt, so daß (X/, A,) 
ein von (W,, WA.) abgeleitetes Mengenpaar ist, während für alle übrigen Indizes X = N, ist. 
In diesem Sinne gilt (vgl. [3], Gl. (17)): 

h) Ist E<Q, eine endliche Menge, so gibt es ein von {9,} abgeleitetes Mengen- 
system {X} mit der Eigenschaft 

| ve) +E<Y,. 

8. Für die nächsten Schritte beim Beweis von Satz 2 benötigen wir den 


Hilfssatz 5. /st in der Menge AU = {a,, a, ...} für ein natürliches f stets a, > kf, so 
1 


wird D,(A) z 7 . 
Beweis. Offenbar ist „A(f) < „(Zf)(f), da im Intervall [1, f] höchstens ein Element 
von X liegt und 9, monoton ist. Sei nun bewiesen, daß 
(18) „A(xf) = .(Zf)(Rf) («=1,...,%) 
ausfällt. Dann erhält man wie eben 
„Alk +1) 7) SZ) + pl +NDNM =AZMuk+NN), 
und da (18) somit für alle k gilt, folgt nach Teil b) des Beweises von Satz 1 
 gAlRf) ZN _ ajnd 
en ah Manz 


Mit Hilfe von Hilfssatz 5 und den obigen Eigenschaften a) bis g) der e-Transforma- 
tionen beweist man, wenn unter g(M) der größte gemeinsame Teiler der Elemente von WM 
verstanden wird, den 


Hilfssatz 6. Die Aussage IV ist eine Folge von 

V. It 0Ee4U,, U = 3 A, und gilt g| y x) = e( v 2,)=3 für alle von (W,, - - -, An) 
abgeleiteten Systeme (U, . FW, so gült Jh (13) Be ist WM. 

Beweis. Siehe [3], Seite 470—471. Die dortige Ungleichung A/(1, 2) <= 7 ist durch 
Hilfssatz 5 zu ersetzen, und anstelle der dortigen Ungleichung (18) erhält man dann 


i h 1 u \ > ®(z)n 
19) Dem) 2 DM) 2 Du) > lim z., ZA 97") 


n 


7° 


= DU ,-- 4) — 


Hilfssatz 7. Die Aussage V ist eine Folge von 
VI. IstOeQ,, liegen g aufeinanderfolgende Zahlen in U, und ist 


e( 2.3 =( vw) =g 


für alle von {W,} abgeleiteten Mengensysteme {W,}, se güt für die Summe Y= 3, 


v0 


eniweder die Ungleichung (13) oder es ist U» 3. 
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Beweis. Siehe [3], Seite 474—473. Auf Seite 472 nach der dortigen Gl. (21) erhält 
man auf Grund von (10) und (11) 


h 
„Bı(zch) z Z,C,(2) z „Ao(2g) 


u=1 
sowie, ebenfalls auf Grund von (11), 


„B,(zh) z ,D,(x) = „A,(2g) Go1,...0 
und daher 
ia... wet nn 2 
DR > "3 URS Se a Ka gdlch) 5, 


oo» v‚=0 >» ‚=0 


Wegen ®(zh) =,(Zh)(x) z 42 (x) = ,(2g) (x) folgt somit 


Di Bar Bo) = DU... W)- 


Hilfssatz 8. Wenn die Funktion p(x) der Bedingung (12) genügt und für die Mengen 
Ar: An die Ungleichung 


5» „A,(z) 2 aD(x) («=1,2,...; a reell) 


v-1 


erfüllt ist, so gilt für jede ganze Zahlr Z 0 mit der Funktion p(x) = p(x + r) die Beziehung 
23 ;A,(2)Za®(r+r) (=1,2,...). 
v-1 


Beweis. Siehe van der Corput [1], II; Lemma 5, Seite 346. 


9. Die weiteren Schritte des Kneserschen Beweisganges in [3] stellen der Über- 
tragung auf verallgemeinerte asymptotische Dichten gewisse Schwierigkeiten entgegen. 
Zu ihrer Überwindung benötigen wir folgende Hilfsbetrachtungen. 


Für jede Menge A = {a,, a,,...} und jedes x >0 sei a(x) das kleinste Element 
ae mit a>x, ferner 








— fin +laa)) era Tu Plass) 
ai A p(a) vw - 9 (@,) 


Dann ist stets 1 s yF(A) < y(A) Ss ©, und es gilt der 


Hilfssatz 9. Dann und nur dann ist y(A) < oo, wenn y*(W) < oo ist. 
Beweis. a) Sei y(W) < oo. Dann ist wegen (10) und wegen 


a, + 1) = u.ı (n=1,2,...) 


ig 2 aa 
r(at2)) 


b) Sei y(X) = ©. Dann ist auch lim 


= oound folglich, wenn a, <x <a, ;ı 
>. PR) 


(für festes x) ist, wegen 
p(a(2)) < Pl +1) 
(2) 7 Pla) 
offenbar auch y* (A) = . 
26* 
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Hiltssatz 10. Ist y* (W = ©, so folgt D,(A) = 0. 








Beweis. Wir zeigen zunächst, daß mit lim Planıı) _ o auch lim Fe) ist. 
no Pl) n>o P(@,) 
Andernfalls gäbe es eine Menge = {a,, a,,... .}mit lim en — oo und beschränktem 
no N 
a : 
——-} , Setzen wir dann 
| D(a,) 
Re ; ; 
plz) = AR di (>09), 
0 
so ist 9(x) eine monoton nicht abnehmende Funktion und daher die Folge [ma wegen 
D(an;ı) An+ıP (An+1) 
n+l, he... 2.53 0 m »=1,2,... 
Da) — DM) 


beschränkt. Da ferner wegen (12) 
log (2 +1) 2% (log p(x) + log p(z + 2)) (<= 0,1,2....), 
also {log $(x)} eine konvexe Folge ist, gilt 
log Plan) STB Pr) 2 M=1,2...), 


folglich 
Gn+1 


%(9;) < Yyla,)e a , 


und somit wäre — entgegen obiger Annahme — auch ai beschränkt. 
P 














z ; D(a,) 
Wegen y*(A) = lim Ylanıı) — 00 ist also lim — —=( und daher 
enge n>o Pl) n>a P (+1) 
; A (2) ; Ala+ı —1) ; A (@,) Ale) 

EI 9 iz ? = RERER_ ch 2 A Ru ME 

a aD lan) 
letzteres wegen (10), also — wie behauptet — 
. Da) 
D,(a) s 1 == 
N lan) 

Setzt man bei n > 1 gegebenen Mengen W,,. . -, A 


.,‚- y(Aı, ... Ar) — max (YA), ... yv(A,)), 
so gilt der 
Hilfssatz 11. /st D, (WU) >0 (v=1,...,n), so folgt. 


YA, - - -, An) < 0. 


Beweis. Ist y(A,, . . ., U.) = ©, so ist für irgendein geeignetes » offenbar y(Q,)= ©, 
also nach Hilfssatz 9 auch y*(W,) = © und somit nach Hilfssatz 10 weiterhin D,(W,) = 0. 
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10. Mit der Schreibweise „Z(z, y) = ®(z, y) gilt nun der 


Hiltssatz 12. /st VEN, (v=1,. „n), A= ZW, und 


„=0 
(20) „Ao(0, 2) + Z gA,(2) Z aD(0, x) («=0,1,2,...; areell), 
v1 x 
so gut 
(21) sAl0, 2) >aD(l0,2) *° (a=0,1,...). 


Der Beweis ist im wesentlichen von [3], Seite 474—476 sinngemäß zu übernehmen. 
Zu Beginn ergibt sich statt der Ungleichung A;(0, k) > a(k + 1) die Beziehung 


(22) „Ay(0, k)ZaD(0, k). 
Am Ende von Teil a) erhält man die Abschätzung 
ı n 
S(z) = ,A;(0, 2) + 3A, —k—1)+ Z sA,(c —k) 
v=1 vel+l 


i-ı n 
> Ayla —k,k) +,A (9, a — k—1) + FA, —2k— 2) + 3 ,A, (er —2k—1), 
„=1 


vl 


und da nach Hilfssatz 8 aus (22) die Ungleichung 
„Ale — kr) ZaBlr — kr) 
folgt, ist weiterhin (auf Grund der, zu [3], (26) analogen Beziehung) 
S(2) Zad(z —k,z) +aB(0(, ze —k—1)=aGB(0, 2). 


Am Ende von Teil b) erhält man auf Grund der Eigenschaft b) der e-Transforma- 
tionen (Nr. 7) die Abschätzung 


„As(0, 2) + Ar (a —k)=,A5(0, 2) + A; (— k, 2 — k) — p(0) 
„Ay (0, 2) + Ar (—k, 2 — k) — p(0)= ,A, (0, 2) + A) (ek), 
woraus wie dort die Behauptung folgt. 


11. Für jedes Mengensystem W,, . . ., Y, mit?) D, (U, ., YA.) > 0 gibt es ein n’ 
mit 1 <n’ <n, so daß bei geeigneter Numerierung 


>0 für 1svr<sn 
D, (U, je A 
(%,) —=(0 für ‚>n 


ist. Setzt man dann y(A,,...,W,)= y', so ist nach Hilfssatz 11 offenbar y’ < , 
und es gilt der 


ß) Ist n’ <a, so wird nach Teil «) 
Hilfssatz 13. Ist 0EQ, fürv=1,...,nund A = 3Q,, enthält ferner A, eine Kette 
‚=0 
von k aufeinanderfolgenden Zahlen, so ist entweder 


k 
+ny 


®) Dies soll im folgenden vorausgesetzt werden, da sonst nichts zu beweisen ist. 


D,(%) 2: ‚DU... W) oder AR B. 
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Beweis. «) Ist n’ = n, also auch y = y, so sei fa, a + 1,...,0a +k—1}< N. 
Dann ersetzen wir W, durch YA, — a,, entsprechend auch X durch Y — a,. Somit kann 
nach Hilfssatz 1 ohne Beschränkung der Allgemeinheit angenommen werden, daß 
(0,...,k—A}<W, ist. Ferner genügt wegen der Eigenschaft c) der e-Transformationen 
(Nr. 7) der Beweis für ein abgeleitetes Mengensystem {A/} an Stelle von {W,}. Schließlich 
können wir wegen der Eigenschaft h) der e-Transformationen zusätzlich voraussetzen, daß 


(v a) + PR RE © 


ist. Dann sei y eine reelle Zahl mit y < D, (A, - - -; YA), für die y= ni z® hs gilt, falls 


k+ny k 


y s1 wird. Somit ist für 


D,(Ao - - -, An) > ist, so daß in jedem Fall 


k k+ny 
alle genügend großen x sicher 
(23) Zora) z y®(z) (2 > 2). 
Wir wählen x, so, daß außerdem 
(24) ErArl 1) Syn —1) 


‚=0 


erfüllt ist. (Wenn (23) für alle positiven x zutrifft, setzen wir x, =1.) Durch Subtraktion 
erhält man aus (24) und (23) 


(25) ZA DZydla,) (Ma). 


‚=(0 


Wir setzen nun W, — a,(z,) = A,(v =1,...,n), wobei a,(z,) die in Nr. 9 bei der Definition 
von y(X,) eingeführte Bedeutung hat. Dann ist 0ENW, für» —=1,...,n und es gilt, wenn 


(2) = p(x + x,) und entsprechend ©®(z) = 5 p(i) gesetzt wird, 


(1 
sAo(0, x) = gAo(Zo, % +2) 


sowie für v„=1,...,n, wenn die Zahlen a,(xz,) = x, der Größe nach numeriert werden, 
sA,(X) = Ayla, + 1,2, + 2) = gAslao, %r + 2) — PR) Z gArlao, %o + 2) — Pla). 


Um auf die Mengen A, den Hilfssatz 12 anwenden zu können, betrachten wir den Ausdruck 


(26) „S(2) =;As(0,2) + 2 4A,(a) 


v-1 


n n 
= gAglXo +2) + ZA, +1, +2) Z Ali o + 2) — Z p(R)). 


v-1 v‚=1 


a) Ist dann O0 Sr <x, —x,, so wird 


oA,(2o, % + 2) =0 =1;...,n) 
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und daher nach (25) 


5 (2) Z gAslto, Lo + 2) = 5 ,A,(20 2% +2) 2 yDlz, 20 + 2). 


„‚=(0 


b) Ist , -—, Sr <m, —ız, + k, so verwenden wir die Beziehung 
n+19,1,...k—1<( V%)+ 0,1,..,—-1<c%, 
\v=]ı 


woraus {2,7 +1,..,29 +2} <WU,, also „Aylzı, 20 +2) = Dlz,,2% +2) und somit 


«5(z) Z gAolko, To + 2) = gAsltu, ı —1) + gAol&ı, %o + &) 


= gAolto; %& — 1) + Pla, 20 + 2) 


folgt. Daraus erhält man wie unter a) und wegen k 5 > ysi 
k 
„8(r) 2 yBßlı, an —1) + Pla, un +2) 2 ktny VD (x 20 + 2). 


ec) Ist 22 2, —&, + k, so ist einerseits nach b) 
„I(z) > Sl, — on +k—1) > ydlz, 1 —1) + Pla, +k—1) 
> Pla, +k—IN), 
andererseits nach (26) und (25) 


sI(X) Z F gAyl&o, Zu + 2) — Z pl) Z yPlzo, & +2) — Z p(z,) 
v‚=1 


v‚=0(0 ‚=1 


= yDlzy to +2) —nYl&); = max (f,...,n)- 
Beides zusammen ergibt 
(27) e5(2) Z aD(x, Xu + 2), 


wobei 


En ur a-t . mul 
a = fin max ( (x, zo + 2) gr. D(x, + 5) 


2% 


ist. Dieses Maximum wird dann am kleinsten, wenn beide Ausdrücke gleich sind, wenn 
also x so gewählt ist, daß 


Da, + k— 1) er. yD(z,, %+ x) a. P(o) 
ist. Dann wird also, da ja D(2,2%, +k—1) Zko(a,) > ky(x,) ist, 


k plz) S yD(zo & +2) —n p(&,) 


cder 


= D(x, Io + x) 2 
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woraus dann 





kop(%) k 
Zu ans Er pie ade 
FR Plz) +nylao) "’kEny 


folgt. Da dies auch in den Fällen a) und b) zutrifft, gilt somit allgemein für x > 0 


.S(e) > yDla, &0 + 2). 


BR T05 
k+ny 
Daher ist nach Hilfssatz 12 


sA(0, x) > y®(0, x). 


SEFny 
en r- DU - - -, Un) > 1, so wird nach der getroffenen Wahl von y offenbar 
„A (0,2) 2 ©(0, x), so daß 4 alle nichtnegativen Zahlen enthält und somit W—} ist. 
Für den Fall 


War nun 


k 


Be 1 


dagegen erhält man nach Hilfssatz 1 


Du) > Du) = Dal) 2... 57. 


und da das für jedes y mit y < D,(Xo, - - -, An) gilt, folgt somit 


k 
DM = 5 Del. WM). 


DU ++) 2 D,M+ +) 


k k 
FE ) - Pe $ $ 
k + n’ y’ D, U, er A.) k + n’ y’ D,(U,, Fe A,)- 


IV 


Damit ist Hilfssatz 13 bewiesen. 


12. Der Schluß des Beweises von Satz 2 ist von [3], $3 sinngemäß zu übernehmen. 
Dabei hat man stets 





für alle k und somit 


D,(A) = DA - - -, Un) 


gilt. 
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Berichtigung zu 
Lowig, Gesetzrelationen über frei erzeugten Algebren. 
Dieses Journal 193 (1954), S. 129—142. 
Auf S. 141 ist ein sinnstörender Druckfehler stehen geblieben. In Satz 3. 21 muß es 


heißen: Es seien r eine Gesetzrelation über & und Q eine Teilmenge von [U]. 
Hier steht im Text irrtümlicherweise [A] statt []. 


[0 
_] 
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Wesentliche Komponenten und asymptotische Dichte. 


Alfred Brauer zum 60. Geburtstag gewidmet. 


Von Hubert Klöter in Köln und Alfred Stöhr in Göttingen !). 


sı. 
In der additiven Zahlentheorie verdankt man A. Brauer [1] einen bemerkenswerten 
Satz über wesentliche Komponenten; ein Ziel dieser Arbeit ist es, diesen Satz auf asympto- 
tische Dichten zu übertragen. 
Große deutsche Buchstaben bezeichnen Mengen nichtnegativer ganzer Zahlen. Die 
Anzahlfunktion A (n) der Menge X ist die Anzahl der Zahlen ae Ymit0 <a <n. Die Zahl 


ne a 
n=1,2,... n 
wird als die Dichte von W, die Zahl 
A(n) 


ö*(V)=a*= lim 
Pre WÄRE. 

als die asymptotische Dichte von W bezeichnet; offenbar ist 0 <a <a* s1. Die Summe 

A + B zweier Zahlenmengen X, 8 wird als die Menge aller in der Gestalt a + 5 dar- 

stellbaren Zahlen definiert, wobei aeW, beB ist. Für die Summe B+B +: +8 

mit m gleichen Summanden ® wird auch m® geschrieben). 

B sei fest gewählt. Ist die natürliche Zahl n als Summe von Zahlen aus ® dar- 
stellbar, so sei !(n) gleich der kleinsten natürlichen Zahl !, fürdieb, +, + +b=n 
in Zahlen ,e B (i=1,2,...,!) lösbar ist; ist n nicht als Summe von Zahlen aus ®B 
darstellbar, so bleibe !({n) undefiniert. 


Ist I(n) für alle n > 1 definiert, so werde 


fin Un)=h, fin Ri 3 (m) = A 
n=1,2,... n=1,2, .. R m=1 
gesetzt; für diese Größen sei auch der Wert oo zugelassen. h heißt die (genaue) Ordnung, 
i die mittlere Ordnung von ® (A. Stöhr [16]). Wenn h endlich ist, so ist offenbar auch A 
endlich, und es ist 1 SA sh. Für die umgekehrte Aussage, daß die Endlichkeit von A 
die Endlichkeit von h nach sich zieht und sogar kh < 24 ist, gab I. Vinogradow ?) folgenden 
einfachen Beweis: Setzt man noch /(0) =, so ist offenbar 

Un) <l(im) +l(in—m) : (OsmZ<n). 


1) Die vorliegende Arbeit ist eine veränderte Fassung der Dissertation von H. Klöter [6]; sie wurde, ohne 
wesentlich neue Theoreme hinzuzufügen, von A. Stöhr überarbeitet und in den Beweisen vereinfacht. 

2) Über Fragestellungen, die mit diesen Grundbegriffen zusammenhängen, und über deren (mit Arbeiten von 
Schnirelmann beginnende) historische Entwicklung vgl. die zusammenfassenden Berichte von E. Landau [7], I. Niven 
[9], H.-H. Ostmann [11], [12] und H. Rohrbach [14]. 

3) Siehe eine Fußnote bei D. Raikov [13]. Der Beweis wurde später von S. Selberg [15] erneut gefunden. 
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Summation über m von 0 bis rn und Division durch rn + 1 ergibt 


ZIm) < = 21m) < 24; 
also ist Z(n) durch 2% beschränkt und folglich kA endlich. Da k = !(n) für mindestens ein 
passendes n ist, ist h < 24. 

Bezeichnet man die Anzahlfunktion von g® mit B,(n), die Dichte von g®B mit 
ß, und setzt ß, = 0, so gilt: 

Dann und nur dann ist A=h, wenn ß,_, = ist (A. Stöhr [16]). Allgemeiner gilt 


iA=h—o,_,, 


wo 
»- 
= fin — 5 B,(n) 
u En 
ist; o,; ist durch 
Ar<sSh€t+thr+ +hsorShp 
abschätzbar (H.-H. Ostmann [10)). 


Ist I(n) für alle genügend großen n (etwa für n > n,) definiert, so werde 


(1) lim l(n) = h*, lim R} 5 lim) = 7* 

no n—o@ m-n+l 
gesetzt; auch für diese Größen sei der Wert oo zugelassen. h* heißt die (genaue) asympto- 
tische Ordnung von ®B; die hier neu eingeführte Größe A* sei die asymptotische mittlere 
Ordnung von ® genannt (H. Klöter [6]). Man sieht leicht, daß A* nur von ®, aber nicht 
von der in der Definitionsgleichung auftretenden Zahl n, abhängt. Ein erstes Ziel der 
vorliegenden Arbeit ist es, die obengenannten Beziehungen zwischen h und A auf h* 
und A* zu übertragen; dies gelingt mit den gleichen Methoden und ist Gegenstand des 
folgenden $ 2. 

Ist 0E 8, so ist A< WA + 8 und folglich ö(A) < ö(N + B); für beliebiges nicht- 
leeres ® ist ferner d*(M) < ö*(N + B). Wie A. Khintchine [5] erkannte, gibt es solche 
Mengen 8, daß für jedes A mit 0 <ö(N) <1 bei festgehaltenem B die Differenz 
ö(AU + B) — 6(N) oberhalb einer nur von ö(A) abhängigen positiven Schranke liegt. Er 
bezeichnet solche Mengen ® als wesentliche Komponenten, und er wies nach, daß die 
Menge der Quadratzahlen eine wesentliche Komponente ist. Sein Ergebnis wurde von 
A. Buchstab [2] verschärft. P. Erdös [3] erkannte, daß jede Menge ® mit 0€ 8, die 
eine endliche Ordnung besitzt, eine wesentliche Komponente ist. Sein Beweis ist be- 
sonders übersichtlich; die meisten später erschienenen Arbeiten benutzen irgendwelche 
Varianten dieses Beweises. So zeigte E. Landau [7]: 


Ist O€ 8, hat ferner W die Dichte x und X + ®B die Dichte y, so ist 


1—& 


(2) y2all+ 94 )- 


Durch weitere Verfeinerung der Beweismethode sind zwei Verschärfungen dieses 
Resultats gewonnen worden: A. Brauer [1] zeigte 


(3) y2alı+ Sl) 
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und S. Selberg [15] 


3(1 —o)\ , 

(4) y2al1l+°l®).e 
Sowohl (3) als auch (4) ist für alle a mit 0 <a <1 besser als (2); für 0 <a <, ist (3) 
besser als (4), und für , <a < 1 ist (4) besser als (3). 

U. V. Linnik [8] zeigte durch ein Beispiel, daß es wesentliche Komponenten gibt, 
die kein endliches h und A besitzen. — Eine Verallgemeinerung auf Punktmengen be- 
trachtet D. Raikov [13]). 

Eine Übertragung einer derartigen Ungleichung auf asymptotische Dichten wurde 
von P. Erdös [4] vorgenommen. H. Rohrbach [14] bewies folgendes Analogon von (2): 

Ist ® so beschaffen, daß 0e€ B ist und !(m) für m > m, existiert, ist ferner u eine 
solche Zahl, daß 

(5) B> (m) S un für alle n> m, 

M=-Mm+1 
ist, und hat W die asymptotische Dichte x* und VA + ® die asymptotische Dichte y* 
so gilt 
1— oa* 
2.2 g® 

(6) vr 2.& (1+ Ju )- 

In $ 3 der vorliegenden Arbeit wird zuerst gezeigt werden, daß hier « durch * 
ersetzt werden kann; das Hauptziel des $ 3 ist dann, wie eingangs erwähnt, die Über- 
tragung der schärferen Ungleichung (3) von A. Brauer auf asymptotische Dichten in der 
Gestalt 

1 — Va* 
rel) 
Der Beweis wird einfacher sein als der Beweis von (3), da manche in [1] erforderlichen 
Hilfsbetrachtungen eingespart werden können; er läßt dadurch den Grundgedanken von 
A. Brauer, nämlich die Beweise von P. Erdös und E. Landau durch andere Wahl der 
Summationsgrenze zu modifizieren, besonders deutlich hervortreten. 


$2. 


Hat die Menge ® eine endliche (genaue) asymptotische Ordnung h*, so folgt un- 
mittelbar aus den Definitionen (1), daß auch ihre asymptotische mittlere Ordnung * 
endlich ist und daß 1 <s A* < h* gilt. Umgekehrt gilt 


Satz 1. Wenn A* endlich ist, so ist auch h* endlich, und es ist h* < 24*. 

Anmerkung. Im Gegensatz zu der stets geltenden Ungleichung k < 24 kann hier 
das Gleichheitszeichen wirklich eintreten. Beispiel: ® sei die Menge der Nicht-Primzahlen; 
dann ist A*=2 und 4* =1. 

Beweis. n, habe die Bedeutung aus (1); es sein > 2n, + 2. In Übertragung des in 
der Einleitung zitierten Beweises werde die triviale Ungleichung 


I(n) < l{m) + l(n — m) (n.+1ismsn —m—Ii) 


4) Die mehrfach in der Literatur zu findende Behauptung, daß in (3) und (4) für 0< x < 1 stets das >-Zeichen 
gilt, ist unseres Erachtens nicht lückenlos bewiesen. Wenn für die Anzahlfunktion C’(n) einer Menge € stets C(n) > un 
ist, braucht nicht ö(E) > u zu gelten; man kann nur ö(&) > u schließen. 
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über m summiert und durch die Anzahl n — 2n, — 1 der Summanden dividiert: 


n—-n—1 
2 5 Im). 


= an 
In) Ps — 2 in n.+1 


A fortiori ist 
2n 1 ® Im). 


” Rn 
I(n) nam —T Rocası 


Wir wählen ein positives e. Wegen (1) ist für alle genügend großen n die rechte Seite 
dieser Ungleichung <2A* + e. Also ist I(n) für alle genügend großen n durch 24* + 
nach oben beschränkt. h* ist daher endlich und < 24* + e. Da h* nicht von der Wahl 
von e abhängt, folgt h* < 24. 


Satz 2. /st B eine Menge, die die Zahl 0 enthält und deren (genaue) asymptotische 
Ordnung h* und asymptotische mittlere Ordnung A* endlich sind, so besteht die Beziehung 


” 
Ar hr —o)._,, 


wo 


3 B,(n) 


. 1 
7 = | — 
(7) 9, im N 


n=1,2,... 


ist. B,(n) bedeutet wieder die Anzahlfunktion der Menge g®B. 

Beweis. n, sei so gewählt, daß l(m) < h* für allen > n, ist. B,(n,, n) sei die Anzahl 
der Zahlen be gB mit n, <b® <n, und es werde B,(n,, n) = 0 gesetzt. Für g 21 
stellt B,(n,, n) — B,-ı (n,, n) die Anzahl der natürlichen Zahlen m im Intervalln, <m<n 
dar, für die /(m) =g ist. Also ist wegen 1 < l({m) <s h* 


n h* i 
S Im)= Z g{B,(n, n) — B,-ı(n,, n)} 


ment! gq=1 
h* *—1 
= En qB,(n,, n) — - (q + 1) B,(n,, n) 
is e- 
h*’—1 
= h* By.(n,n)— & B,(n,n) 
g=1 


h*—1 


=h*(n—n)— 3 B,(n,n). 
g=1 


Es folgt 
1 n 4 h*+—1 
ı*—=lim — 3 lim) =h* — lim — 5 B,(n,, n) 
n—» m=n+tl n>» n g=1 
4 h*+—1 
=h* — lim — 3 B,(n) =h* — o)._,- 
n>® n gq=1 
Satz 3. Hat of die Bedeutung (7) und ist Bf die asymptotische Dichte von gB, so gilt 
für k zi 


ESsh+R+ +ASsSESK. 
Beweis. Es ist 
k B k k B 
lim Brlr) — 5 jim Zr) — im ZI < im z m, 
en q=1noo n n—»g=1 n n—>og=1 n 


Wir definieren noch ß$ = 0. 
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Satz 4. Dann und nur dann ist A* = h*, wenn P}._, = ist. 
Beweis. Für h* = 1 folgt das aus 1 s A* <sh*. Für h* >1 gilt zunächst wegen 
Satz 3 mit k=h* — 1: Dann und nur dann ist of._, =", wenn ßf._, = ist. Unter 


Heranziehung von Satz 2 folgt die Behauptung. 


83. 
Satz 5. Ist B eine Menge, die die Zahl 0 enthält und deren asymptotische mittlere 
Ordnung A* endlich ist, und hat U die asymptotische Dichte x* und A + ®B die asymptotische 
Dichte y*, so ist 


Beweis von Satz 5. Aus (1) folgt: Zu jedem e > 0 gibt es ein m, mit m, Zn, So, 
daß die Ungleichung 


ee 200 
N m=hr+l 
also a fortiori 
(8) ZE Um) <(A*+e)n fürn>m 
m=m, +1 


gilt. „= A*+ e erfüllt also die Bedingung (5). Nach der Ungleichung (6) von H. Rohrbach 
ist daher 


Da dies für jedes e >0 gilt und die linke Seite von e unabhängig ist, folgt die Behauptung. 
Beweis von Satz6. Für «* =(0 sowie für «*=1 ist die Behauptung klar; es sei 
0<xa* <41. Zu jedem n mit O0 < n < a* gibt es ein n, so, daß 


(9) A(n) 2Z(a* —n)n fürn>n 


ist. Ferner gibt es zu jedem e> 0 ein m, mit (8). Wir setzen abkürzend z= [n\ a*] 
und wählen sogleich n so groß, daß sowohl z> m, als auch n—z> n, gilt; beide 
Ungleichungen sind für alle genügend großen n erfüllt. Die im folgenden auftretenden 
O-Aussagen beziehen sich auf n — oo, z — oo bei festen «*, A*, n, &, My, no. In Anlehnung 
an die Methode von P. Erdös betrachten wir bei zunächst festem n für jedes natürliche 
m < n diejenigen positiven Zahlen ae W, für diea < n — mist. Ihre Anzahl ist A(n — m). 
Es sei E(m) die Anzahl derjenigen dieser Zahlen a, für die a + m zu W gehört, und D(m) 
sei die Anzahl derjenigen dieser Zahlen a, für die a + m nicht zu W gehört. Dann ist 


D(m) + E(m) = A(n — m). 


5) Die Ungleichung von Satz 6 ist schärfer als die von Satz 5, denn für 0 <x* <1ist 
1+Va* _1-a* 


m 2 


1—Va*>(1—Va*) 
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Wir summieren, wobei wir nach dem Vorbild von A. Brauer als obere Summationsgrenze 
die Zahl z wählen; das ergibt 


(10) 3 Dim) + zZ Elm= 2 Aln—m). 
m=m,+1 m=m, +1 m=m,+]1 
Die drei Summen werden nun abgeschätzt. Jede Zahl m > m, läßt sich als Summe 
von Zahlen aus ® darstellen. Wir halten m zunächst fest und wählen eine feste solche 
Darstellung 


gr b, T b, re < Dum) 
mit der kleinstmöglichen Anzahl von Summanden. Bestimmt man für jedes a Sn —m aus 
A, für das a + m nicht zu A gehört, den kleinsten Index i, fürdena+b,+b,+ + +b,;_, 
in W, aber 
(11) trh ruht nr 


nicht in X liegt, und faßt alle a, die zu demselben i gehören, zu einer Klasse zusammen, 


Im) 
so liegen in jeder Klasse höchstens D(b,) Zahlen a; also ist D(m) < & D(b,). Setzt man 
i=1 


A +9B=(, so kann jedes D(b,) durch C(n) — A(n) nach oben abgeschätzt werden; 
denn wegen DE B ist E>N, und (11) ist < n und liegt in €, aber nicht in W. Also ist 


D(m) < l(m) {C(n) — A(n)} 


und wegen (8) 


(12) z Dim) <(3* + ©)2 {C(n) — Aln)}. 

Ferner ist 

(13) >> E(m) < B> E(m) =: {A®(n) — A(n)} -5 A®(n) + O(n), 
mm +1 m=]1 


da 3 E(m) die Anzahl aller Paare a < a’ der A(n) positiven Zahlen < n aus X ist. 


m=1 
Schließlich folgt aus (9) 


z 


E Anm—m)> 2 (a*—»)(n—m) 


(14) m=m, +1 k Zr ‚ ’ . 
(er -yezWen mem ge RT He. 
Setzt man nun (12), (13), (14) in (10) ein, so erhält man 
Ä -8 z2(2n —2) 
(A* + e) z{C(n) —A(n)} + 5 A*(n) + On) > (&x* — n) 9 +O(n). 


Ersetzt man hier z= [nV x*] durch nVa*, so entsteht ein Fehler, der ebenfalls ein O(n) 
ist; das gibt 


VRR VEN), gm, 


(A* + e)nVa* {C(n) — A(n)} + z A!(n)Z(a*—n 
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A (n) 


Setzt man ° u €, so ergibt eine Umformung 


C (n) > {(A* + e) Va* — = (1* + &)2a* + (a* — n) Vx*(2 — Va*) E o(4). 
ıNn 


„üllige 2(A* + 2) Ya* 
Hieraus folgt für den Fall 
|(2* + e)Ya*— EI <|(A* + 8) Ya* — (a* — n) |, 
d.h. für 


(15) F—nSESU +e)Ya* — (a* — n) 
die Abschätzung 


C (n) ze {(2* + €) Va*— (a* BR Du + (A*+ €)? + +(a*—n) Va*(2 — Vo*) R o(- 
n ® 2(A* te) Vor n 


und a fortiori 
C(n) _ 1—yYa* 1 
(16) > (@*lı+ „1)+0(,). 


Die Bedingung EZ ax* — n ist wegen (9) erfüllt. Für £ besteht aber neben (15) viel- 
leicht noch die zweite Möglichkeit 


(17) E> 21* Var —a*. 


(Da die rechte Seite von (15) größer als die rechte Seite von (17) ist, kann & auch den 
beiden Bedingungen (15) und (17) gleichzeitig genügen.) Im Fall (17) schätzen wir tri- 
vial ab: Wegen E>NA, A*+>1,0 <a*<I1 ist 

An) ZAM _ 5 2 228 Var — ar > 2Va* — a* > Var (2Va* — a®) 


BT 7 
i ie 
=oa*(1 +(1—Yo*)) > o* (1 = = R | 2 ) 
und a fortiori gilt wieder (16). Aus der nun allgemein bewiesenen Ungleichung (16) folgt 
ME - We 
wegen y* — lim - für n— oo 
ıi—j | 
„* > A 4 
214), 


wie behauptet. 
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Über mehrfach vollkommene Zahlen. 
Alfred Brauer zum 60. Geburtstag gewidmet. 


Von Hans-Joachim Kanold in Gießen. 





Eine natürliche Zahl n heißt multiperfekt oder mehrfach vollkommen, insbesondere 
(s — 1)-fach vollkommen, wenn sie der Gleichung 

(1) o(n)=s'n 
genügt, wobei s > 1, ganzist und o(n) die Summe aller positiven Teiler von n, einschließ- 
lich 1 und n, bedeutet. Die gewöhnlichen vollkommenen Zahlen (s = 2) sind in dieser 
Bezeichnungsweise die einfach vollkommenen Zahlen!). Wir schreiben die Primpotenz- 
zerlegung von n stets in der Gestalt 


r 
(2) n=IIp% 
”»=1 
und setzen zur Abkürzung 
k k 
(3) max,= 0; maxp,.=Pp. 
„1 ”»=1 


Ferner bezeichnen wir mit Q?(n) den größten quadratischen Teiler von n. Aus (1) und (2) 
ergibt sich 


k k 

(4) s-Np»=Ni+p., ++" +); 

„—1 ”»—=]1 

k k/ k 
P« r 1 1 4 Px 

it = ib Pr ji 

(9) „2 Px zu a P« | pi % T pin ”»=1 pP —1' 
Daraus folgt unmittelbar 

(6) k>i;s<k+i1s2k—i<sp. 


Wir beweisen zuerst den 
Satz 1. Es sei n>6 eine vollkommene oder mehrfach vollkommene Zahl. Dann ist 


Q?(n) 2 p 3 s. p>xa+1. Ist «#3 (mod 4), so ist p Z2« + 3, mit Ausnahme der 
Fälle n = 672, 30240. 
Beweis. Der Fall k=2 führt zu 2<s< r Pı f z Pa j' Wir können daher 
BR. Br 


s=p=2 annehmen. Dann ist n eine gerade vollkommene Zahl und besitzt als 
solche bekanntlich die Gestalt n = 2°"! (2° — 1), wobei y und 2°’—1 Primzahlen 
sein müssen. Für alle geraden vollkommenen Zahlen n > 6 gilt somit 


() 2—-1=p>24=2%a +1); p=A(moda +1); enm-nı-P+! >V5- 


1) Vgl. L. E. Diekson, History of the theory of numbers, Washington 1919, Vol I, 33—88. Dort werden die 
Zahlen, die (1) erfüllen, mit P, bezeichnet. 
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Wir können jetzt k > 2 annehmen. Nach (3) und (4) ist für mindestens ein x aus I,...,k 
die Bedingung 

(8) PlU+p ++ tm pi 4 >p 
erfüllt. Da wegen k > 2 auch p > p + 1 gilt, folgt aus (8) sofort 


(9) x, >1; Q?(n)>p,. 
Für gerades «, ist Q?(n) 2 p*>p > > DR also Q?(n) > 5 Für ungerades «, ist 
1+p + +++ + tee; 


Bl ii: 
On)2pr'sper—ipisp+i 
P; 4 = 


z k 
Aus (3), (4) und (6) folgt, daß p der größte in J7(1 +p, +: + p{») enthaltene 
”—1 


Primteiler ist. Wir nehmen o. B.d. A. an, daß 
(10) & =ıa 
ist, und wollen den größten Primteiler von 1 + p,+p? ++ p! nach unten abschätzen. 
Bezeichnen wir mit F„(z) das m-te Kreisteilungspolynom, dessen Wurzeln genau die 
primitiven m-ten Einheitswurzeln sind, so ist 
(11) F,aßpß)li+p+'''+p)- 
Es sei zunächst « = 0 (mod 2). Dann enthält, wie früher gezeigt wurde?), F,;, (pı) stets 
mindestens einen Primteiler der Restklasse 1 (mod & + 1). Das ergibt aber sogleich 
(12) pZz2(« +1) +1. 


Jetzt wollen wir «x = 1 (mod 4) voraussetzen. Der Fall «= 1 führt wegen k>2 zu 
p=25=2« +3. Es seinun «>25. Wir beachten, daß 4(x + 1) ungerade ist und 


(13) F («+1 (Pı) F,nl)l(i +pı +°°’+Ppi) 
gilt. Das Produkt Fj „;1,(Pı) F,+1(p,) enthält für p, > 2 zwei verschiedene Primteiler, die 
der Restklasse 1 mod $ (x + 1), also auch der Restklasse 1 (mod & + 1) angehören. Minde- 
stens eine dieser Primzahlen ist also größer als 2(& + 1). Dasselbe gilt auch für p, = 2 
und « >5; für «=5, p, = 2 erhalten wir dagegen 


(14) F,(2) F,2)=(1 +2 +22)(1 —2 +22)=7-3. 
Wir nehmen nun an: 
(15) p<2!la& +1)=12; n= 25p%°---pü; m <. -<p, <A; 


u. <5 mam2..,%. 
: ; > Er H 

Aus (5) gewinnen wWrs<7'7'7'5 70 >, also 

(16) s—= 23,4 
Aus4+2-+-:- +25 = 3°. 7 erhalten wir nach (4), (15) und (16) 

Te. 

(17) 2°-3-7|n; u Zus 
Daraus ersehen wir, daß s > 3 sein muß und daß s = 3 zu 

(18) n—=25-3-7 = 672 


2) H.J. Kanold, Sätze über Kreisteilungspolynome und ihre Anwendungen auf einige zahlentheoretische 
Probleme. I., Abschnitt I, (29) und (35). Journ. f. reine v. angew. Math. 187 (1949). 
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führt. Der Fall s = 4 liefert wegen + . 
(19) 25-3-5-7|n. 

Aus 32241 |(1 +41 +++ +11); 61 |(1 +11 +14? + 112); 19 | (1 +11 + 11?) folgt, 
daß 11 höchstens in der ersten Potenz in n enthalten sein kann. Ebenso schließen wir 
aus 2801 |(1 +7 +++ + 7%; 19|(1 +7 +7?), daß 7 nur genau in der ersten oder 
dritten Potenz in n enthalten sein kann und aus 71 | (1 +5 -- + 59%);13 | (1+5+5?-+5®); 
31 |(1 +5 + 5?), daß 5 genau in der ersten Potenz in n enthalten sein muß. Schließlich 
kann wegen 1 +3 +3?=13,1+3+:::+3*=411?und1 +2 +:-:-+2°=3?-7 die 
Primzahl 3 nur genau in der dritten Potenz in n vorkommen. 11 |n führt dann zu dem 
Widerspruch 2? | o(n), und 7?| rn führt zu dem Widerspruch 5? | n. Wir erhalten somit 


(20) n=25-3%-5-7 = 30240. 

Damit ist im Fall « $& 3 (mod 4) der Satz 1 bewiesen. Im Fall « = 3 (mod 4) ent- 
hält F,;,(pı) stets mindestens einen Primteiler der Restklasse 1 (mod « + 1)?). Hieraus 
folgt der vollständige Beweis von Satz 1. 

Wir betrachten jetzt die Menge N, die aus allen vollkommenen und mehrfach voll- 
kommenen Zahlen gebildet wird. Ist A(x) die Anzahl der neN mit n <z, so heißt be- 
kanntlich der Grenzwert 

(21) D*(R) = lim 


zoo 


falls er existiert, die natürliche Dichte von N. Wir beweisen nun 


A(x) 


Satz 2. Für die Menge W aller vollkommenen und mehrfach vollkommenen Zahlen ist 
D’(N) = 0. 

Beweis. Wir denken uns die Elemente n von N in zwei Klassen eingeteilt: Die 
erste Klasse bilde die Untermenge N,, die aus allen n besteht, für die die Anzahl k der 
verschiedenen Primteiler eine feste Schranke $ nicht überschreitet. Die zweite Klasse 
bilde die Untermenge N,, die aus allen übrigen n besteht. Nach einem an anderer Stelle 
bewiesenen Satz) ist D*(N,) = 0. Wir betrachten nun die Menge N,. Für jedes ne, 
können wir nach Satz 1 und (6) annehmen 

(22) em) SP +! 


wobei d und 5 passend zu wählende feste natürliche Zahlen sind. Es sei jetzt e > 0 vor- 


d—1ı 
gegeben. Dann läßt sich eine natürliche Zahl d = d(e) so angeben, daß 1 — 2 zZ F <e 
j=1 


2k>S>d®, 


wird. Wir verwenden einen bereits früher bewiesenen Hilfssatz°). Danach sehen wir so- 
gleich, daß auch D*(N,) = 0 sein muß. Damit ergibt sich aber die Richtigkeit von Satz 2. 

Es sei zum Schluß noch gestattet, eine Vermutung auszusprechen: In Satz 1 sind 
die beiden einzigen Ausnahmen, in denen für « = 3 (mod 4) die Ungleichung p <2«& +3 
gilt, die Fälle n = 2°-3-5 und n = 2!:1.35.53.73.-43%-17. Diese Vermutung wurde 
mit den obigen Methoden als richtig erwiesen für alle « < 279. 


°) Vgl. 2.2.0. °). + 

“) H.J.Kanold, Über die Dichten der ‚Mengen der vollkommenen und der befreundeten Zahlen. Math. 
Zeitschr. 61 (1954), 180—185, insbesondere Satz 2. 

5) H.J. Kanold, Über die asymptotische Dichte von gewissen Zahlenmengen. Journ. f. reine u. angew. 
Math. 198 (1954), 250—252, Hilfssatz 1. 





Eingegangen 10. Mai 1954. 








